DETERMINANTES
por Leonardo Saenz Baez

El objeto de estas notas es el de presentar los determinantes en una forma axiomatica y
deducir, a partir de los axiomas propuestos, las propiedades fundamentales de ellos.

Consideremos primero el conjunto M de todas las matrices cuadradas de orden n,
definidas en un campo K (por lo general el campo de los nimeros reales o de los nimeros
complejos.)

Cada columna de una matriz cuadrada es una n-ada de elementos del campo, o sea
vectores del campo K".

Asi, la matriz cuadrada de orden n

a; a, . . . &,

a, &, . . . &,
A=

a, a, . . . a,

Tiene por columnas los n vectores

C1= [a11,a21, .. -,an1]
Co= [a12,a22, - .-,an2]

Cn= [aln,aZn, .. ',ann]

Con esta notacion la matriz A se puede escribir
A= (Cl,Cz, N Cn)

Por ejemplo, la matriz unitaria




La podemos escribir
I = (e11e29 sy en)

donde ey, ey, ..., ey SON los vectores

e;=[1,0, ...,0]
e,=1[0,1, ...,0]
en=1[0.0,...,1]

Los cuales forman la base usual de K".

DEFINICION Y AXIOMAS DE LOS DETERMINANTES
DEFINICION
Una funcién D, de la forma D: M - K, que asocie a cada matriz cuadrad A € M un solo
valor D(A) € K, es llamada “Determinante de orden n”, si y solo si tiene las siguientes
propiedades:
A1)
D(Cy, ...,ACi, ..., Cy) =AD(Cy, ..., Cp)

para cualquier A en K.

A))
D(Cy, ...,.Ci+C;j, ..., Cy) =AD(Cy, ..., Cy)
para i#j.

El valor de un determinante no se altera si a la i-ésima columna se le agrega la j-ésima
columna, i #]j.
As)

D(l) =D(e1e2, ...,en) =1

El valor del determinante asociado a la matriz unitaria es igual a 1.



TEOREMAS INMEDIATOS

A continuacién daremos una serie de teoremas que nos indican propiedad es
fundamentales de los determinantes.

TEOREMA 1
D(Cy, ..., Ci +ACj, ..., Cn) =D (Cy, ..., Cn)

Si una columna se le suma un multiplo de otra columna, el valor del determinante no se
altera.

Demostracion. Aqui obviamente A #0.
Por axioma A;) tenemos

1
D (C]_, ey Cn) = ZD(C]_, ooy XCJ, ey Cn)

Ahora para el determinante D(Cy, ..., + A Cj, ..., C,) podemos, de acuerdo al axioma A,),
sumando a la columna C; la columna AC;, escribir

D(Cy, ...,Ci+AG;, ..., C) =D (Cy, ..., AC;, ..., Cn)

De modo que

1
D (C]_, ey Cn) = ZD(C]_, ooy }\'Cla ey Cn)

D(Cl, LGt 7\Cj, e, XCJ', ey Cn)

N

y nuevamente por axioma A;), sacando el escalar A de la j — ésima columna, tendremos

D(Cy,...,Cp) = %x D(Cy, ..., Ci + ACj, ..., ACj, ..., Cn)

= D(Cl, LGt KCj, ceey Cn)



O sea
D(Cy, ..., Ci+ACj, ..., Cn) =D(Cy, ..., Cy) 1/

Nota: la doble diagonal // indica fin de la demostracion.

TEOREMA 2
D(C,....C + > 4C,....C,) = D(C,...C,)
k=1

conk #£1.

Si a una columna se le suma una combinacion lineal de otras columnas, el valor del
determinante no se altera.

Este teorema es una generalizacion del anterior y la demostracidn se hace por induccion.
Demostracion.

El teorema se cumple para n = 1, segun el resultado del Teorema anterior.
Supongamos ahora que se cumple paran =r, 0 sea

D(CL....C, + > 4C,....C,) = D(C,.....C,)
k=1

Entonces demostraremos que se cumple paran =r + 1. En efecto

r+1

D(C,....C;+>_4C,...C,
k=1

C,pnC,)

r+1~r+11 0

=D(Cy,..., G+ D AC, + 4
k=1

=D(C,,...C; + Y. 4C...C,)

k=1

=D(C,,....C,)

porel Teorema 1.r+1 #1

por hipotesis de induccion

esto es



r+l

D(C,....C +D_4C,....C,) = D(C,....,.C,)

k=1
conk#£1.

Con esto se demuestra que el Teorema se cumple para toda n. [

TEOREMA 3

D(C,,...,0...,C,) =0

Si alguno de los vectores columna es el vector cero 0= (0, ..., 0), entonces ¢l determinante
vale cero.

Demostracion. Sea C; = 0, donde 0 es el cero de K y 0 es el vector cero, por lo tanto

D(C,.....C,,..C,)=D(C,....0C,.....C,)
=0.D(C,.....C;,....C,) =0.

TEOREMA 4

Si los vectores columna Cg,..., C, son linealmente dependiente entonces D(Cs,..., Cp) El
teorema también se puede enunciar diciendo su contrapositivo: Si D(Cy,..., Cy) # 0,
entonces los vectores Cy,.. , Cy son linealmente independientes.

Demostracion. Por hipotesis Cy, ..., C, son linealmente independientes, esto implica que
existen elementos A4,..., A, en K, no todos son nulos, tales que

AC, +..+A4C, =0
Consideremos 4, = 0, entonces
C = _£C1 T _hci—l _ﬁcm T _ﬂcn
A A A A

0 Sea



., i=k

C = > uC, =0 con g _ A
k=1 A

y segun el teorema 2) y 3) podemos escribir

D(C,.-C,) = D(Cy.Ci+ Yo 4,y C)
= D(C,..,0,..C,)
D(C,.....C,) =0.

TEOREMA 5 Si se intercambian dos columnas de las C;, ...,C,, dejando fijas las demas
entonces el valor del determinante cambia de signo. O sea

i

i i i
D(C,,CiyessC; s C,) = =DI(Cyper,Ciy C e, Cy)

Demostracion.

En la presente notacién las letras i y j, colocadas a la cabeza de las columnas indican la
posicion original de las columnas C; y de Cj, respectivamente. En la demostracion
emplearemos Unicamente los axiomas A;) y Ay).

En efecto :

En este caso cualquier vector columna C’, los conjuntos de vectores
(C1+C,Cy,...,Cry (C, Cy,..., Cp)

Sigue siendo linealmente dependientes, y de acuerdo al Teorema 4) tendremos

D(C,+C'C,,....C,)=0

D(C,.C,,...,C)=0

y D(,C,,..,C)=0 y por lo tanto

D(C, +C',..,.C,)=D(C,+C',...,C)=D(,,...C,)+D(C,..,C,)

Caso 2. Las columnas C,,..., C, son vectores linealmente dependientes. Puesto que Co, ...,

Cn son (n — 1) vectores de K,, entonces existe un vector C en K, talque {C,C,,...,Cn}
forman una base para dicho espacio y por lo tanto

C,=4C+4C,+..+4C,
C'=uC+uC,+..+1C,
Ci+C'= (4 +m)C+ (A + 1,)Co +...+ (A + 1,)C,



De manera que

C-X), AC = 4C
c' Zk - 4Cy = 1C y
C +C _ZK:Z (A = 14)Cy = (A — )C

Y si empleamos el Teorema 2) y axioma A;) tendremos
i)
D(C,....C,)=D(C,- Y , A4C,....C,

= D(4C....C,) = 4D(C.....C,)

D(C'....C,)=D(C-Y.,  #C,...C,

= D(/u’_LC”Cn) = /ulD(Ci'“'Cn)

ademas

D(C,+C",...C,) = D(C, +C-)" (A4 + #)Cy,-.C,)

= D((4, + 4)C...C,) = (44 + 14)D(C,....C,)
= 4D(C....C,) + 1D(C,..C,)

Esto ultimo empleando 1) y ii). [

D(Cyro Gy . ,C):D(Cl, —C,,. ,cj,., ,C)

= D(Cpn-CirnC, G ,C) D(CyrosCyros G —C . ,C)
= D(Cppr-Cy 4+ C,—C, G~ C;rotsCy) = D(CprC 1 Gy - C,
- D(C,..~C;... ,cjj CprsCy) = ~D(Co=C o ~Cim

:_D(Cll ) CJ! T} Cl! ,C) D(C]_l 1CJ! ) Cly IC)

= D(CprrC1rnCirsCy) .

J L |

J P |

+Cyp)

+GCp)



Colorario Si dos columnas digamos C; y C;j, i # j, son iguales, entonces el valor del
determinantes es cero.

Demostracién

Si intercambiamos la columna C; con la columna C;, el determinante cambia de signo, pero
como C; = Cj, entonces el determinante seguira siendo el mismo y tendremos

D(Cy,..., Cy) =-D(Cy,..., Cp)

y esto solo se cumple si D(Cy,...,Cp) =0. //

TEOREMA 6 Sea C’ cualquier vector columna de K", entonces
D(C, +C,..., Cy) =D(Cy,...,Cp) + D(C’,...,Cp)

Este teorema nos indica que la funcion D es lineal para la primera componente,
similarmente se puede demostrar la linealidad de cualquier otra componente, o sea:

D(C,,sC,4C' s C,) = D(CypprevsCireisCy) + D(Cpyerns C' 1o C. )
Demostracion

Para la demostracion consideremos dos casos:
Caso 1. Las columnas C,,..., C, son vectores linealmente dependientes.

En este caso, para cualquier vector columna C’, los conjuntos de vectores
{C1+C,Cy, ... ,Ch} v {C’, Cy, ..., Cn}, siguen siendo linealmente dependientes y por lo
tanto, de acuerdo al Teorema 4., tendremos

D(C,+C’, Cyp, ..., Cp) =0
D(C]_, Y Cn) = O
D(C’, ...,Cy) =0, ypor lotanto

D(C,+C’, Cy, ..., Cp) =D(Cy, ..., Cy) + D(C, ..., Cp).
Caso 2. Las columnas C, ..., C, son vectores linealmente independientes.

Puesto que C,, ..., C, son (n — 1) vectores de K", entonces existe un vector C de K" tal
que {C, C,, ..., C, } forman una base para dicho espacio y por lo tanto
C,=4C+4C,+---+4C,

C':/ulc'i_luzcz +"'+ﬂncn

C+C'=(A+m)C+ (4, +1,)C, +--+ (4 +14,)C,



de manera que

C, —gﬂkck =1C

C'- g,uka =uC y

C+C Y +)C, =+ )C

y si empleamos el Teorema 2 y Axioma A; tendremos

) D(Ci....Ce) =D(Cr> 4C, . ... Cr)
= D(AC. ....Cy) =4 D(C. ... Cy)
i) D(C",....Ce)=DC-> 4,C, . ... Cr)
= D(4,C. ... C)= 12 DC. ....Cs)

ademas

D(Cl+C',...,Cn):D(C1+C‘—Zn:(lk +14)C,....,C.)

k=2

=D((4 +&)C,....C.)

= (4 +1)D(C,....C,)

= AD(C,...,C.)+14D(C,....C.)
-D(C,,...,C,)+D(C"...,.C,)

esto ultimo empleando i) y ii) //

Empleando induccion matematica se puede demostrar que

D(S,+S,+---+S,,C,,...,C,)
=D(S,.C,,....C,)+D(S,.C,,....C, ) +---+ D(S,,C,....,C))

0 empleando sumatorias

D_S,.C,.....C,.) =D .D(5,.C,.....C,)
k=1 k=1

la demostracion es sencilla y se deja como ejercicio al lector.



Teorema 7.

Silas columnas C,,...,C, son linealmente independientes, entonces
DC,,....C,)#0

Demostracion.

Por ser {C,,...,C,} un conjunto de vectores linealmente independientes de K",

entonces forman una base de este espacio, de manera gque podemos escribir los vectores
e1,e2, ..., en de la base usual, como combinaciones lineales de los vectores C,...,C
esto es:

n?

e =a,C +a,C,+-+3,C, = Zaljlch

L=l

n
e,=2a,C, +a,C,++a,C, =D a, C,
12:1

n
e, =a,C +a,C,+---+a,C, = Z anjncjn
jn:]-

y de acuerdo al axioma Ags, tendremos:

1=D(e,.....,)=D(>_a,C;..... >,a, C;)
k=l
ahora aplicando sucesivamente el Teorema 6, conjuntamente con el axioma A;, tendremos:
1=3 a,D(C;. > ,C,....>.a,C,)
j1:1 j2:1 jn:]-

= zz aijlazjz D(le'Cjz"' "z ananjn)

h=lj=1 in=1

=222 88, +a,; D(C;,Cy,....C)

h=lj=1 in=1

0 en forma maés compacta

1= > a,8,a,D(C,C,,..C))

j11~~~vjn:l

aqui, cada uno de los indices ji, jo, ..., jn recorre los valores de 1 a n independientemente.



Habra, obviamente, sumandos en los cuales jx = jr Yy en estos casos el determinante el
determinante D(C,,...,C;) tendra dos columnas iguales y por lo tanto el valor sera

cero, luego entonces en la sumatoria quedaran solamente aquellos sumandos para los
cuales js, j2, ..., jn son todos diferentes, o sea que (ji, j2, ..., jn) S€ra una permutacion de
los numeros (1, 2, ..., n) por lo cual tendremos:

1= 3 a8y, --ay D(C;,C,....C)) (1)
Jiveeain=1

con ja, Jo, ..., jn diferentes todos ellos.

Aplicando sucesivamente el teorema 5, es posible escribir:

12..n
D(le,...,Cjn)zsgn[_ )

1 Jo--- Jp

]D(C ....,.C.)=%D(C,....,C,)

. . . N
Donde sgn( ...) es una funcion cuyo valor es +1 si ( i )

. J es una permutacion par y
bl

es -1, si la permutacion es impar.

Entonces si (1) lo escribimos

. 12..n
1= z 3,8, -, Sgn b D(C,,...,C,)
1 J2-- dn

i dn=l

Podemos sacar de factor comuna D(C,,...,C,), obteniendo

n 12..n
1=( > sgn i a,,a,, ---a; )D(C,...,C,)
1 1 2--- n

Y esto ultimo implica, obviamente, que D(C,,...,C,)#0

Con lo cual queda demostrado que si Cy, ..., C, son vectores columna linealmente
independientes, entonces D(C,,...,C,) #0.

Los Teoremas 7 y 4, se pueden enunciar en uno solo diciendo:

Teorema 8.

Las columnas C, ..., C, son linealmente independientes si y sélo si D(C,,...,C,) #0.



REGLA DE CRAMER.

El procedimiento que expondremos a continuacion, para obtener el valor de las incognitas
en un sistema lineal de n ecuaciones con n incognitas, se conoce con ¢l nombre de “Regla
de Cramer”.

Consideremos el sistema S de n ecuaciones con n incégnitas.

X o+ a, X, =h
A%+ +a,, X, =D,

2n"*n

ay X +--+a, X, =b,
Este sistema se puede escribir

Cx+---+Cx =B
donde

C1= [a11,a21, - --,an1]
Co= [a12,a22, ...,an2]

Cn= [aln,aZn, ---,ann]
B= [bl, b2, bn]

son vectores columna de K".

Teorema 9.

Si D(C,,...,C,)#0, entonces la incognita x;;i=1,...,n, esta dada por:

) D(C,....B,....C,)
‘ D(C,....,C,)

Donde la columna B esté colocada en lugar de la i-ésima columna C;

En la notacion usual tendriamos



a, - b. - a,

anl v bn e ann
X, =

a, - & ey,

a, - a, eoay,

Donde el numerador se obtiene al sustituir, en el determinante del sistema, la i-ésima
columna por la columna de términos independientes B y el denominador es el
determinante del sistema.

Demostracion.
Para el sistema Cx +---+C_x, =B, consideremos el determinante que se obtiene al

sustituir la i-ésima columna C; por la columna B de términos independientes, esto es:

D(C,,....B,....C.)=D(C,,....C% +--+C,X ,....C.)
Ahora, empleando el Teorema 6 varias veces, tendremos

DEC,...,B,....C.) = D(C,,....CX,....C.)
1D(C,,....C,%,,..,C.)

+D(C,,....C,X.,....C,)

+D(C,....,C,X,...,.C,)

Y empleando el Axioma A; tendremos



DC,...,B,....C,))=xD(,....C,....C))
+x,D(C,,...,C,,...,C,)

+xD(C,,...,C,,...,C.)

+x D(C,,....C,,...,C,)

Notando que cada sumando, excepto el i-ésimo, contiene un determinante con dos
columnas iguales y por lo tanto, todos los sumandos, excepto el i-ésimo, se anulan, de
manera que

D(C,,...,B,....C.)=xD(C,,...,.C,,....C.)

Y por lo tanto

Xi:D(Cl,...,B,...,Cn) p
D(C,,....C,)




