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Resumen

El trabajo presente, es el resultado de una revisi�on documental del tema
Sistemas din�amicos, un tema espec���co de matem�aticas avanzadas, el cual ha
sido revisado minuciosamente para exponerlo desde un punto de vista elemen-
tal, enfocado y propuesto como un curso introductorio de sistemas din�amicos,
enfocado principalmente estudiantes que cursan el �ultimo semestre de nivel
medio superior o estudiantes que inician el nivel superior, pero que hallan
cursado el bachillerato f��sico-Matem�atico. El curso propuesto est�a sustenta-
do con los elementos de �algebra y c�alculo elemental que se encuentran en los
contenidos en los programa de estudio del bachillerato general de la Subse-
cretaria de educaci�on media superior (DGC). Conforme avanza el trabajo se
introducen nuevos conceptos de sistemas din�amicos y algunosotros de pro-
gramaci�on. El conocimiento nuevo para los estudiantes, se introduce poco a
poco de forma l�ogica, sistem�atica y din�amica. Esta tesis es una propuesta que
se hace con la �nalidad de motivar e impulsar, adem�as de proporcionarles a
los estudiantes, una visi�on m�as amplia de: >qu�e son?, >en d�onde? y >c�omo?
se aplican las matem�aticas.
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Introducci�on

Uno de los problemas m�as severos que afronta cualquier instituci�on edu-
cativa, es el de la gran cantidad de estudiantes que no les gustan los cursos
relacionados con las ciencias b�asicas, y que est�an basados principalmente en
las matem�aticas. Tal pareciera que se trata de una epidemia, que no s�olo se
contagia, sino que se transmite de generaci�on en generaci�on.Existen muchos
trabajos en los cuales se cuestiona este tipo de problemas, pero que real-
mente se ha conseguido remediar muy poco. Se ha analizado muchas veces
los contenidos program�aticos, su did�actica y su aplicaci�on, y que al parecer,
es ah�� donde radican varios problemas, uno de los m�as importantes es el no
seguir adecuadamente una secuencia l�ogica en los objetivos del aprendizaje,
otro problema que se ha podido observar en estos estudios (ver porejemplo
[9]) es que los estudiantes no tienen la su�ciente motivaci�onpara estudiar
carreras relacionados con las matem�aticas, es por ello, queen el presente tra-
bajo se implementa de forma l�ogica con la ambici�on de buscar la motivaci�on
de los estudiantes.

Esta propuesta se puede implementar como un curso especial para elsex-
to semestre de nivel medio superior o primer semestre de nivel superior, es
un curso en donde se muestra una peque~na parte de lo bello e interesan-
te que pueden ser las matem�aticas y en especial los "sistemas din�amicos",
adem�as de que permite divulgar e informar en donde se puede aplicar las
matem�aticas, ya que no es com�un para este nivel y que pudiese serun te-
ma tan fuerte para que algunos estudiantes se inclinen un poco m�as por las
matem�aticas. La propuesta pretende dar a conocer las nociones b�asicas so-
bre sistemas din�amicos, as�� como, preparar el material did�actico, como una
fuente m�as de informaci�on, este tipo de informaci�on se encuentra en muchos
libros o en Internet pero seguramente en un lenguaje matem�aticamente so-
�sticado o de manera fragmentada, por lo cual, el material quese pone a
su disposici�on, es tambi�en una sugerencia para alguien que no conoce mucho
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iv INTRODUCCI �ON

de matem�aticas y que solo busca ideas de como abordar el tema sintener
que manejar conceptos demasiado abstractos. Se muestra, como a partir del
conocimiento matem�atico b�asico de nivel medio superior, se puede construir
el conocimiento de sistemas din�amicos de una forma simple y natural. Se
pretende que este curso sea uno de los temas, que se pudiese implemetar de
los Temas Selectos de Matem�aticas, que se incluyen en los programas de las
materias optativas en los �ultimos semestres de varios subsistemas de nivel
medio superior o un curso inicial de nivel superior, as�� mismo, sepone a la
disposici�on de cualquier docente familiarizado con nociones elementales de
c�alculo de una variable real.

Se ha seleccionado, como punto de estudio la funci�on cuadr�atica, porque
de esta funci�on se pueden obtener propiedades muy interesantes en cuanto a
sistemas din�amicos se re�ere, y por otro lado, es una funci�on con la que los
estudiantes, est�an su�cientemente familiarizados.

Se partir�a con una parametrizaci�on de la funci�on cuadr�atica, haciendo un
an�alisis de ella, se ir�an introduciendo algunas de�niciones intuitivamente y
repasando atr�as, as�� como algunos conceptos b�asicos en sistemas din�amicos
que desde luego, no son parte en los contenidos de los programasa nivel medio
superior. Tales son los conceptos como �orbitas, puntos �jos y bifurcaciones,
hasta llegar a fractales, se pretende que todos estos temas se aborden de
forma sencilla e intuitiva.

La tesis est�a desarrollada en tres partes, una parte introductoria que
consta de la justi�caci�on, los objetivos y la metodolog��a dela propuesta, en la
segunda parte se muestra el material del curso propuesto y en la tercera parte
se muestran los resultados, el trabajo a futuro, los ap�endices yla bibliograf��a.



Justi�caci�on

En las �ultimas d�ecadas, el tema de "sistemas din�amicos"ha tenido un auge
importante, con la llegada de las computadoras. Cient���cosde varias discipli-
nas han ayudado a desarrollar t�ecnicas geom�etricas y cualitativas al respecto,
y m�as importante es el hecho de que han podido aplicar dichast�ecnicas en
la soluci�on de una buena cantidad de problemas, en f��sica, qu��mica, ecolog��a
y econom��a, principalmente.

La aplicaci�on de los sistemas din�amicos puede ser a�un m�as amplia, por
lo cual, resulta interesante su estudio. Desafortunadamente, elestudio de
estos temas de matem�aticas (en M�exico) se realiza casi exclusivamente en
cursos especiales a nivel licenciatura en matem�aticas o en cursos de posgrado,
salvo algunos proyectos ([5]) y libros de divulgaci�on ([7]). Es por ello, que
en el presente trabajo se busca empezar a introducir estos temas desde los
ultimos semestres de nivel bachillerato o inicio del nivel superior, usando
por supuesto, elementos de matem�aticas de acuerdo a dicho nivel. Adicional
a esto, para obtener los resultados deseados se requerir�a tambi�en, algunos
conocimientos de programaci�on b�asicos que les ser�an proporcionados, a trav�es
de ejemplos ilustrativos, en este mismo trabajo como parte de la propuesta.

La propuesta busca tener sustento bajo el modelo educativo actual. Donde
el aprendizaje en el modelo educativo actual es de car�acterconstructivista
y el profesor es un facilitador del conocimiento; el alumno debe aprender
de acuerdo al entorno que lo rodea. En este trabajo se hace de mani�esto,
adem�as, la importancia del uso de equipos did�acticos.

La r�apida evoluci�on de la ciencia y la tecnolog��a ha impulsado en el sis-
tema educativo del pa��s la b�usqueda de programas, m�etodos yrecursos, que
conlleven a elevar el nivel cultural y cient���co de la poblaci�on, as�� como incre-
mentar el n�umero de profesionistas en los campos cient���cosy tecnol�ogicos.
Con la �nalidad de brindar la formaci�on antes mencionada, seha propuesto
la incorporaci�on de dos asignaturas: Temas Selectos de Matem�aticas I, para el
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vi JUSTIFICACI �ON

quinto semestre y Temas Selectos de Matem�aticas II para el sexto semestre,
en las cuales se muestran aplicaciones de las matem�aticas. Lasasignaturas
mencionadas, pertenece al grupo disciplinario f��sico matem�atico en las cuales
se puede introducir el tema de "sistemas din�amicos".
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Figura 1: Ubicaci�on esquem�atica de la asignatura Temas Selectos de Ma-
tem�aticas II, del bachillerato general

El tema de "sistemas din�amicos.en la asignatura de Temas Selectos de Ma-
tem�aticas II, o en un curso introductorio de nivel superior, es consecuente con
los contenidos de las asignaturas anteriores (referencia: planes y programas
de estudio de Colegio de Bachilleres del Michoac�an):

Matem�aticas I
Programa:
Unidad I. Introducci�on al �Algebra.
Unidad II. Polinomios de una variable.
Unidad III. Ecuaciones de primer grado.
Unidad IV. Ecuaciones de segundo grado.
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Matem�aticas II
Programa:
Unidad I. �Angulos y tri�angulos..
Unidad II. Pol��gonos y circunferencia.
Unidad III. Las funciones trigonom�etricas.
Unidad IV. Las Leyes de Senos y Cosenos.

Matem�aticas III
Programa:
Unidad I. Sistema de ejes coordenados.
Unidad II. La l��nea recta.
Unidad III. La circunferencia.
Unidad IV. La par�abola.

Matem�aticas IV
Programa:
Unidad I. Relaciones y funciones.
Unidad II. Funciones polinomiales.
Unidad III. Funciones racionales.
Unidad IV. Funciones exponencial y logar��tmica.

C�alculo diferencial
Programa:
Unidad I. L��mites.
Unidad II. La raz�on de cambio y la derivada.
Unidad III. Valores m�aximos y m��nimos relativos y sus aplicaciones.

Temas Selectos de Matem�aticas I
Programa:
Unidad I Sistemas de Ecuaciones.
Unidad II Sistemas de Ecuaciones de 2� grado.
Unidad III Fracciones Parciales.
Unidad IV Inducci�on Matem�atica.
Unidad V N�umeros Complejos.
Unidad VI Logaritmos.
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A partir del sexto semestre los alumnos ya cuentan con los antecedentes
acad�emicos necesarios, y de desarrollo cognitivo para el aprendizaje del tema
propuesto. El hilo conductor de todos los cursos del �area de matem�aticas,
desde la perspectiva operativa es el �algebra y los conectivosque les dan
secuencia, donde cada asignatura es la base de la inmediata superior. Con el
respaldo de las asignaturas mencionadas anteriormente se realiz�o el siguiente
programa, para el curso introductorio propuesto. El curso consta de cuatro
unidades como se muestra a continuaci�on:

Programa propuesto:

Unidad I Conceptos b�asicos.

Unidad II Din�amica de la funci�on cuadr�atica.

Unidad III Diagrama de bifurcaci�on.

Unidad IV Autosimilaridad y fractales.

Propuesta metodol�ogica

Clases te�oricas . La preparaci�on del material, se ha hecho una revi-
si�on bibliogr�a�ca al respecto, es decir, se investigaron las asignaturas
anteriores e investigaron los contenidos de los programas, concluyen-
do que con los conocimientos previos, se espera obtener un dominio
adecuado de los contenidos te�oricos m��nimos necesarios para exponer
de manera clara e intuitiva, los conceptos fundamentales desistemas
din�amicos, mediante una exposici�on te�orica frente al grupo por parte
del facilitador.

Pr�acticas de laboratorio . Con el �n de que los estudiantes puedan
reproducir la mayor parte de lo publicado en este trabajo de tesis se
han elaborado programas de computadora (algoritmos) que son de f�acil
manejo y acceso , para que los estudiantes con ayuda del facilitador
realicen las pr�acticas (ver la secci�on de ap�endices).

Las actividades que se proponen en el trabajo son actividades guiadas por
el maestro, que consisten principalmente en: El uso de la calculadora, el ma-
nejo de software din�amico simple y el programar algunos algoritmos sencillos.
Para estas actividades se propone el uso de software libre, a continuaci�on se
explica la raz�on de esta elecci�on.
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Software libre

Se ha considerado usar el software libre, debido a que: "es el software
que, una vez obtenido, puede ser usado, copiado, estudiado, modi�cado
y redistribuido libremente"(Software libre, 2007), en adici�on a que su
c�odigo de construcci�on esta abierto para cualquier prop�osito. La licencia
del software libre es denominada GNU-GPL que esuna licencia creada
por la Free Software Foundation a mediados de los 80, y est�a orienta-
da principalmente a proteger la libre distribuci�on, modi�caci�on y uso
de software. Su prop�osito es declarar que el software cubierto por esta
licencia es software libre y protegerlo de intentos de apropiaci�on que
restrinjan esas libertades a los usuarios. ([13]). Esto implica que la ma-
yor��a del software libre es gratuito o de bajo costo en comparaci�on con
el software de algunas empresas comerciales. De modo m�as preciso, el
software libre se re�ere a cuatro libertades que poseen los usuarios del
software:

1. La libertad de usar el programa, con cualquier prop�osito.

2. La libertad de estudiar c�omo funciona el programa, y adaptarlo a
las necesidades. El acceso al c�odigo fuente es una condici�on previa
para esto.

3. La libertad de distribuir copias.

4. La libertad de mejorar el programa y hacer p�ublicas las mejoras a
los dem�as, de modo que toda la comunidad inform�atica se bene�-
cie. El software libre est�a disponible gratuitamente en Internet.

Breve historia del software libre

En 1985 Richard Stallman fund�o la Free Software Fundation con el ob-
jetivo de crear y difundir el uso de programas libres, basados enque: el
software es una parte de la ciencia y como tal, debe ser compartido li-
bremente por toda la humanidad; los programas se pueden copiar, usar
y modi�car sin m�as restricci�on que respetar su autor��a. Para ello, los
programas se distribuyen con el c�odigo fuente. El proyecto principal de
la Free Software Fundation es la creaci�on de un sistema operativo com-
patible con UNIX, pero totalmente libre. Este proyecto se llama GNU,
acr�onimo de GNU's not UNIX. Consta de multitud de programas, en
constante desarrollo y expansi�on, pero hasta el momento, adolec��a de
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la parte m�as interna y fundamental de un sistema operativo, unn�ucleo
bien depurado y operativo, ya que el proyecto HURD, que deber��a ha-
ber sido el n�ucleo de GNU, hab��a pasado por muchos problemas en
su desarrollo. En 1991 el estudiante �nland�es Linus Torvalds cre�o un
n�ucleo de sistema operativo (al que se le llam�o "Linux") y lo ofreci�o a la
comunidad por medio de Internet, para que sirviera de tema de estudio
y pudiera ser adaptado libremente. Es decir, lo ofreci�o con la misma
�losof��a que el sistema operativo GNU, del que se sirvi�o. La uni�onde
Linux, un n�ucleo, con GNU, el resto del sistema operativo, fue un �exito
inmediato, y pronto se distribuyeron juntos, formando lo que se conoce
como GNU/Linux.

El software libre en la educaci�on.

El uso de software libre en la educaci�on tiene una gran cantidad de
bene�cios sobre el uso de el software privativo entre las cualesse en-
cuentran:

� Promueve la creaci�on de profesionales independientes de undeter-
minado entorno de software. Cuando se ense�na carpinter��a no se
ense�na c�omo usar una marca determinada de martillos o de sierras
el�ectricas. Cuando se ense�na a escribir no se ense�na el uso de una
marca de plumas o bol��grafos determinada. >Por qu�e cuandose
ense�na inform�atica, s�� parece razonable ense�nar a usar unadeter-
minada marca de programas? >Hay razones para eso? Utilizando
software libre, m�as que ense�nar a utilizar un producto se ense�na a
utilizar una tecnolog��a, ya que este se apoya en est�andares libres
y reconocidos.

� Reduce costos. El software libre al permitir su copia de manera
legal evita a las universidades tener que pagar una licencia por
cada m�aquina que posea con lo cual sumado a que gran parte del
software libre se distribuye de forma gratuita se traduce en un
enorme ahorro de recursos p�ublicos. Otro punto a tener en cuenta
es que el costo de mantenimiento del software libre es menor de-
bido a su gran estabilidad y calidad que evita tener que reinstalar
completamente el software en los equipos cada lapsos cortos de
tiempo como sucede con el sistema operativo Windows. Adem�as
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ASPECTO GNU/LINUX WINDOWS

FILOSOF �IA
El sistema es libre,
cualquiera lo puede usar,
modi�car y distribuir

Pertenece a Microsoft,
�unica compa�n��a que lo
puede modi�car

PRECIO
Gratis,
tantas licencias,
como se desee

Seg�un las versiones,
miles de pesos,
cada licencia.

DESARROLLO
Miles de voluntarios en todo el
mundo cualquiera puede participar,
pertenece a la �comunidad"

Lo desarrolla Microsoft,
que vende algunos datos t�ecnicos
relevantes y oculta otros

C �ODIGO
FUENTE

Abierto a todos Secreto empresarial

ESTABILIDAD
Muy estable, los servidores
que lo usan pueden funcionar
durante meses sin parar

Poco estable, es com�un verse
obligado a reiniciar el sistema.
Los servidores no admiten m�as
de un par de semanas sin reiniciar

SEGURIDAD
Muy seguro, tiene varios
sistemas de protecci�on.
No existen virus para Linux

Muy poco seguro, existen
miles de virus que atacan
sistemas Windows

FACILIDAD
DE USO Poca en algunas aplicaciones Es muy sencillo de manejar

CONTROLADORES
DE HARDWARE

Desarrollados por voluntarios;
algunos dispositivos no funcionan
en absoluto porque sus fabricantes
ocultan los de- talles t�ecnicos

Los fabricantes de dispositivos
siempre los venden con
controladores para Windows,
todos deben funcionar en
pocos momentos.

DIFUSI �ON
Poco extendido en hogares y
o�cinas, muy extendido en
servidores.

Copa casi todo el mercado,
salvo el de servidores

DISPONIBILIDAD
DE PROGRAMAS

Existen programas para casi todas
las aplicaciones, pero no hay tanta
variedad como los programas para
Windows

Miles y miles de programas
de todo tipo que se instalan
con facilidad

PRECIO DE LOS
PROGRAMAS

Existen programas de pago,
pero lo m�as habitual es
que sean libres.

La mayor parte de los
programas son de pago

COMUNICACI �ON CON
OTROS SISTEMAS
OPERATIVOS

Lee y escribe en sistemas de archivos
de Windows, Macintosh, etc. Por red,
se comunica con cualquier otro sistema

S�olo lee y escribe sus propios
sistemas de archivos, y presenta
incompatibilidades entre algunas
de sus versiones

el software libre permite reciclar equipos que hallan quedado ob-
soletos por los grandes requerimientos de los nuevos programas
privativos.

� Permite que los estudiantes puedan usar el mismo software con el
que se les ense�na. El software libre permite que se hagan copias de
los programas y se distribuyan a los estudiantes de forma legal,lo
cual permite que los estudiantes puedan utilizar el mismo software
que utilizan en sus escuelas, en sus casas.

� Ofrece control sobre el software. Si no existe una herramienta in-
form�atica que cubra un determinado requerimiento, es posible bus-
car una que haga lo necesario y se modi�ca la misma para que se
adapte a nuestras necesidades.

Para �nalizar, se muestra una breve comparaci�on entre los sistemas ope-
rativos GNU/Linux y Microsoft Windows([10]).

El material did�actico y metodol�ogico que se presenta en el cap��tulo de
pr�acticas (ap�endices), est�a dirigido a los estudiantes, pero no excluye a otros
usuarios que se interesen por el tema y que tengan conocimientosm��nimos
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de �algebra y c�alculo elemental.

Estrategia de evaluaci�on sugerida

Evaluaci�on diagn�ostica . Su prop�osito es establecer un v��nculo signi�-
cativo entre lo que el estudiante sabe, piensa o siente antes de iniciar su
proceso de aprendizaje sobre el contenido a abordar; tiene un car�acter
descriptivo-cualitativo. Se aplica al inicio del curso y al inicio de cada
unidad tem�atica del programa, de esta manera se explora o recupera el
conocimiento formal o informal que implica dos cosas:

1. Dominio de los antecedentes acad�emicos necesarios, conocimientos
previos formales, para comprender los contenidos planteados en el
curso.

2. Conocimiento informal de los contenidos que se abordar�anen cada
unidad tem�atica, que dar�an pauta para conocer su predisposici�on,
motivaci�on e inter�es.

Se sugiere aplicar una gu��a de observaci�on o lista de cotejo, que incluya
cuestionamientos acerca de los procesos b�asicos del �algebra, mismos
que han sido desarrollados en la asignatura de Matem�aticas I nivel
medio superior, estos deben dirigirse a temas tales como factorizaci�on,
identi�caci�on de variables, resoluci�on de ecuaciones de primer y segundo
grado, manejo de expresiones algebraicas, entre otros; de esta forma se
obtendr�a en forma clara el nivel de los alumnos y se podr�an detectar
las �areas de oportunidad del grupo para planear las actividades acorde
a las expectativas y necesidades grupales e individuales.

Evaluaci�on formativa . La evaluaci�on formativa tiene un car�acter cua-
litativo, procesal, orientador y din�amico, ya que marcha paralelamente
con los objetivos tem�aticos, no se considera como parte de la cali�caci�on
del estudiante. Permite conocer el avance en la adquisici�on ydominio
de los nuevos aprendizajes, con el prop�osito de realimentar el proceso de
ense�nanza y aprendizaje; a �n de detectar las di�cultades, fortalecer los
logros y emprender actividades correctivas; as�� mismo, valorar la perti-
nencia de los objetivos y m�etodos de ense�nanza, la estrategia did�actica
y los contenidos tem�aticos de los programas de estudio, respecto a la
secuencia y tiempo para abordarlos. Esta evaluaci�on considera:
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� Contenido Declarativo: se evaluar�an los conocimientos factuales y
conceptuales a partir de la comprensi�on, por medio de su parti-
cipaci�on activa, discusi�on, que se mani�este en esquemas, mapas
conceptuales, algoritmos, justi�caciones, soluci�on a problemas, en
donde el estudiante se auto eval�ue en forma individual y grupal,
as�� como sus habilidades para: expresar en propias palabras los
t�erminos y m�etodos aprendidos, exponer y justi�car sus resulta-
dos, resumir y comparar conceptos.

� Contenido Procedimental: se evaluar�an las destrezas operativas, a
trav�es de la realizaci�on de trabajo individual o por equipos me-
diante reportes escritos, exposici�on, planteamiento de conceptos,
mapas conceptuales, algoritmos y registros que determinan los ele-
mentos a evaluar.

� Contenido Actitudinal: se evaluar�an actitudes o predisposici�on po-
sitiva respecto al inter�es acad�emico que el alumno mani�esteen el
desarrollo de las actividades, el respeto, la tolerancia y la honesti-
dad durante el trabajo en el aula y fuera de ella, en las modalidades
individual y grupal, por medio de registros, gu��as de observaci�on
que determinen los elementos a evaluar.

Evaluaci�on sumativa . Esta modalidad de evaluaci�on se aplica al �nal
de cada unidad y al t�ermino del curso. Sus resultados se utilizan para
efectos de asignar una cali�caci�on, acreditar conocimientos y promo-
ver al estudiante a otro nivel del proceso educativo. En forma paralela
al proceso formativo en el cual el estudiante trabaja en equipo, pro-
ducir�a en forma individual las evidencias cr��ticas de su aprendizaje,
es decir, aquellas que tienen un car�acter integrador del objetivo de la
unidad, para presentarlas en su evaluaci�on �nal. Tales evidencias se
deber�an acordar en trabajo de academia as�� como su ponderaci�on para
la cali�caci�on. Los instrumentos para recolectarlas (instructivos, cues-
tionarios, pruebas objetivas,etc.) tambi�en se elaborar�an en trabajo co-
legiado junto con los instrumentos de evaluaci�on (gu��as deobservaci�on,
listas de cotejo, r�ubricas, escalas valorativas, plantillas de respuestas,
entre las m�as comunes). Se sugiere considerar por lo menos una eviden-
cia de cada tipo que en conjunto integren los contenidos de launidad
en t�erminos de conocimientos y capacidades pr�acticas y/ocreativas.
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Sugerencias para el portafolio de evidencias: Reportes sumativos o cua-
dernos de trabajo Producto: Reportes sumativos o cuadernos de tra-
bajo Desempe�no: Participaci�on en actividades de trabajo cooperativo
Conocimiento: Prueba objetiva.



Objetivos

Proporcionar un curso introductorio de sistemas din�amicos b�asodo en
matem�aticas elementales.

Proponer un curso para la asignatura optativa de Temas Selectos de
Matem�aticas II, que se imparte a nivel medio superior, con el cual el
estudiante abordar�a conceptos b�asicos de los sistemas din�amicos en este
nivel.

Dar a conocer mediante una introducci�on y de forma sencilla eintuitiva,
algunas de las ideas fundamentales de sistemas din�amicos. Estas ideas
introductorias a sistemas din�amicos incluyen las nociones de fractales,
uno de los conceptos interesantes que pueden hacer que los estudiantes
se interesen por las matem�aticas.

Hacer una profunda re
exi�on del enfoque, del estilo de la ense�nanza de
la matem�atica necesaria en nuestros d��as y de la importanciade dejar
la impresi�on de estar generando nuevo conocimiento, de lo importante
que resulta sentir que se est�a descubriendo algo nuevo.

Proporcionar el material did�actico a profesores, estudiantes y personas
que est�en interesados en el tema.

Con este material se pretende que el estudiante sea capaz de imple-
mentar algoritmos sencillos que permitan visualizar el comportamiento
de sistemas din�amicos reales y posiblemente complejos, y de detectar
su existencia. En el caso de los sistemas din�amicos complejos1. el es-
tudiante adquirir�a nociones de como se generan los conjuntos cl�asicos
como es el caso del conjunto de Julia y el conjunto de Mandelbrot.

1En este caso, sistemas din�amicos complejos se re�ere a sistemas din�amicos conn�umeros
complejos (C)

xv
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Cap��tulo 1

Conceptos b�asicos

En esta secci�on se muestran los conceptos elementales necesarios, en
t�erminos de repaso, que de acuerdo a los planes de estudio el estudiante
de nivel medio superior obtuvo durante su trayectoria acad�emica previa. La
pimera parte contiene los conocimientos previos, en la secci�on (1.1) se in-
troducen los conceptos elementales de sistemas din�amicos y de ser necesario
alg�un otro concepto, que no sea mencionado en las secciones deeste cap��tulo
se introducir�an en el momento adecuado. Para mayores detalles acerca de
este tema, ver por ejemplo, ([6]).

En principio, se considera la siguiente notaci�on.

Al conjunto de los n�umeros reales se les denota con la letraR.

R2 denota el conjunto de puntos del plano cartesiano.

Funci�on

Para comenzar se tiene el concepto de funci�on. Cuando en la vida coti-
diana se dice algo como: "tu ida al cine est�a en funci�on de que recojas el
tiradero de tu cuarto", lo que se trata de decir es que una cosa (ir al cine en
este caso) depende de otra (asear el cuarto), es decir una cosa condiciona a
la otra. En matem�aticas el concepto es muy similar.

De�nici�on 1 Funci�on Una funci�on es un conjunto de pares ordenados de
elementos tales que ningunos dos pares distintos tienen el mismo primer
elemento. El conjunto de los primeros elementos de los paresordenados
se llama dominio de la funci�on, y el conjunto de los segundos elementos
contradominio o �ambito de la funci�on. De manera matem�atica, una funci�on

1
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se denota comof : A ! B, que quiere decir que la funci�on considerada tiene
al conjunto A de dominio y al conjuntoB de contradominio.

En otras palabras, suponga que se tiene un par de conjuntos,A y B y que
se establece una relaci�on entre ellos de tal forma que siempre que se escoge
un elemento del conjuntoA la relaci�on entrega exactamente un elemento del
conjunto B, es decir, el elemento deB est�a en funci�on del elegido enA. La
restricci�on es que no es posible que al elegir un elemento deA la relaci�on
entregue dos o m�as elementos deB o no entregue ninguno, sino que debe
entregar exactamente uno. Eso es una funci�on: un v��nculo entre dos conjuntos
que relaciona a cada elemento de uno de ellos, al que se denominael dominio
de la funci�on, con otro llamado contradominio de tal forma que cada elemento
del dominio est�a vinculado con uno y s�olo uno del contradominio.

Ejemplo 1 Funci�on En mi casa suelo juntar mis calcetines por pares con
un nudo, de forma que no pueda perder ninguno de los miembros del par
(o pierdo ambos o ninguno), yo solo tengo un par de cada color, as�� que
si entreveo en mi caj�on uno de mis calcetines azules y lo jalo,seguramente
secar�e mi par de calcetines azules y no s�olo el que alcanc�e a ver. Eso es
una funci�on. Donde el conjunto A podr��a ser un conjunto constituido por
un calcet��n de cada par (derechos) y el conjuntoB el conjunto del resto de
los calcetines (izquierdos). Los nudos constituyen la funci�on deA a B, cada
nudo relaciona un elemento deA con uno y s�olo uno deB. Generalmente
se utilizan letras min�usculas para denotar los elementos de los conjuntos,
as�� que se puede decir; sia es un calcet��n del conjunto A y b es el que
le corresponde del conjuntoB entonces el nudo entre ellos es una funci�on
f tal que f (a) = b. Para especi�car que una funci�on tiene dominioA y
contradominio B se escribe as��f : A ! B .

De�nici�on 2 Funciones reales
Seaf : R ! R. Una funci�on f es real si tanto el dominio como el contra-

dominio son subconjuntos de los reales, es decir, es una regla que asigna a
cada elementox en R un elemento �unicoy en R. Si la de�nici�on de funciones
reales presenta di�cultades a los estudiantes, puede consultarcualquier libro
de c�alculo elemental (ver por ejemplo ([14] )).

De�nici�on 3 Funci�on identidad
Es la funci�on que tiene aR, como su dominio y como su regla de corres-

pondencia af (x) = x.
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De�nici�on 4 Gr�a�ca
Si f es una funci�on real de variable real, entonces la gr�a�ca def es el

conjunto de pares ordenados def considerados como un conjunto de puntos
en R2.

De�nici�on 5 Derivada
Seaf : R ! R. La derivada def en x es el siguiente l��mite si existe.

f 0(x) = lim h! 0
f (x + h) � f (x)

h

La derivada def (x) en x se denota porf 0(x), la segunda derivada por
f 00(x) y la derivada k-�esima por f (k)(x). Geom�etricamente la derivada se
interpreta como la pendiente de la l��nea tangente que pasa por el punto de
la gr�a�ca de la funci�on en donde se eval�ua la derivada.

Nota:
La composici�on de dos funciones se denota por (f � g)(x) = f (g(x)). La

n-�esima composici�on se denota porf n (x) = ( f � ::: � f )(x). Notar que f n no
es lo mismo que la n-�esima potencia def (x), ni tampoco la n-�esima derivada.

Otras nociones elementales son el teorema del valor medio y elteorema
del valor intermedio.

Teorema del valor medio
Si f : [a; b] ! R es continua en [a; b] dondea < b y diferenciable en (a; b),

entonces existe un puntoc�(a; b) tal que,

f (b) � f (a) = f 0(c)(b� a)

c

Teorema del valor medio

ba
x

y

Figura 1.1: Teorema del valor medio
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Teorema del valor intermedio
Si f : [a; b] ! R es continua sobre [a; b] y f (a) < f (b) y si t es un n�umero

cualquiera tal quef (a) < t < f (b), entonces existe un puntoc�(a; b) tal que
f (c) = t.

a c b

f(b)

f(a)

t=f(c)

x

y

Teorema del valor intermedio

Figura 1.2: Teorema del valor intermedio

Corolario
Si f es continua en [a; b] y f (a) y f (b) tienen signos opuestos, entonces

existe un n�umero c�(a; b) tal que f (c) = 0.

De�nici�on 6 Puntos �jos
Sea f:R ! R. Los puntos �jos de f (x) son todos los puntos que cumplen

con lo siguiente:f (x) = x.
Estos puntos toman un rol muy especial en la teor��a de sistemas din�ami-

cos. Es por ello que vale la pena repasar est�e tema para recordara que re�eren
estos puntos. Por ejemplo, la funci�onf (x) = x2, tiene un punto �jo en x = 1,
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porque, f (1) = 1 2 = 1. Un primer cuestionamiento ser�a, dada una funci�on
cualquieraf (x), >tiene puntos �jos?, y si es as��, >cu�antos puntos �jos tiene?.
En algunas ocasiones, la respuesta se encuentra aplicando el teorema del va-
lor intermedio as�� como un criterio. En este momento, se hace notar la gran
utilidad de las matem�aticas formales, en el sentido de que a�un sin obtener
los valores de los puntos �jos, se puede saber que estos existen, bajo ciertas
condiciones de la funci�on.

Proposici�on 1 Criterio para conocer la existencia de los puntos �jos

SeaI = [ a; b] un intervalo y seaf : I ! I continua. Entoncesf (x) tiene
al menos un punto �jo en I .

El criterio para conocer la existencia de los puntos �jos establece, en que
condiciones el conjunto de puntos �jos no es vac��o.

Proposici�on 2 Existencia de un punto �jo �unico

Seaf : I ! I y jf 0(x)j < 1 para todo x en I , entonces existe un punto
�jo �unico de f (x) en I siempre que:

jf (x) � f (y)j < jx � yj

para todo x y y que se encuentren enI , x 6= y.

ba

f(a)

c

f(b)

f(c)

x

y

Figura 1.3: Punto �jo �unico de f .
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Una vez que se tiene certeza de la existencia de al menos un punto �jo
de alguna funci�on de variable real, el siguiente cuestionamiento es, >c�omo se
encuentran los puntos �jos de alguna funci�on en particular?. Pareciera que
la respuesta no es muy complicada, sin embargo, la b�usqueda de puntos �jos
se traduce a la b�usqueda de las ra��ces de la ecuaci�on:f (x) = x, es decir, la
intersecci�on de la funci�on de la cual se pretende conocer lospuntos �jos con
la funci�on identidad. La soluci�on de la ecuaci�on depende de la funci�on que
se est�e considerando, en ocasiones es una tarea bastante complicada, como
se ver�a con mayor detalle en la secci�on (1.1.1) y (2.1).

1.1. Sistemas din�amicos

Para empezar a entender lo que son los sistemas din�amicos, es necesario
tener nociones b�asicas acerca de algunos otros conceptos, que muy proba-
blemente los estudiantes de nivel medio no conozcan, tales como los puntos
�jos, los puntos atractores, los puntos peri�odicos, las iteraciones, etc. estos
conceptos son esenciales para explicar lo que pasa con un sistema din�amico
es por ello que la secci�on (1.1.1) esta dedicada a estos conceptos necesarios.
La secci�on (1.1.1) contiene el material necesario para desarrollar el curso pe-
ro tambi�en se pueden ayudar con otros muchos libros (ver por ejemplo [14]
o cualquiera de los referidos en los programas de estudio del bachillerato
general).

La primer pregunta es: >Qu�e son los sistemas din�amicos? Para empezar a
dar respuesta a esta pregunta consid�erese el siguiente ejemplo: Se quiere sa-
ber que tan r�apido se pudre una manzana, para resolver el problema se puede
realizar una medici�on, en el laboratorio, de la cantidad debacterias que pro-
vocan la pudrici�on de las manzanas, y observar como aumenta y en cuanto
tiempo. Si en un tiempo inicial hayx bacterias (x representa la cantidad de
bacterias) y despu�es de 5 horas la cantidad de bacterias ha aumentado, apro-
ximadamente el doble. Se puede hacer un modelo matem�atico para describir
la situaci�on, mediante una regla que asigne cadax a doble de este, es decir,
con la funci�on f (x) = 2 x. Esta regla expresa que la cantidad de bacterias au-
menta el doble cada 5 horas. Entonces si se conoce el valor dex se puede saber
cuantas m�as habr�a en un determinado tiempo y as�� saber cuando se pudre la
manzana. Es decir, si la cantidad inicial de bacterias esx = 10; 000, entonces
despu�es de 5 horas se tendr�a una poblaci�on de bacterias de 20; 000. Esto es:
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f (10; 000) = 2(10; 000) = 20; 000, esto quiere decir, que aument�o el doble
y diez horas despu�es tendr�a 40; 000 f (f (10; 000)) = f (20; 000) = 40; 000, y
as�� sucesivamente.

El sistema din�amico consiste de un conjunto de posibles estados, junto
con una regla que determina el estado presente en t�erminos de los estados
pasados ([12]). Es decir, el estudio de modelos matem�aticos que consideran
la evoluci�on en el tiempo. En el ejemplo anterior se ha empezado a discutir
un sistema din�amico simple cuyos estados son las cantidades de bacterias
en un determinado tiempo. El sistema cambia con el tiempo bajo la regla
xn = f (xn� 1) = 2 xn� 1, el estado actual (xn ) depende del anterior (xn� 1).
En este caso,n denota el tiempo yxn la cantidad de bacterias al tiempo
n. Otra de�nici�on de sistema din�amico es: el estudio de una funci�on que se
mapea (Def. 1.1.1) en s�� misma, puede depender de una o variasvariables,
y el objetivo del estudio es predecir su comportamiento cuandocambian
los par�ametros (valores), que involucra la funci�on. El objetivo principal de
sistemas din�amicos es conocer laestructura de las �orbitas (ver la secci�on
(1.1.1)).

Existen dos clases de sistemas din�amicos: unidimesionales y de varias di-
mensiones ([12]). Dentro de los primeros se encuentran sistemasdin�amicos
lineales, cuadr�aticos etc., y dentro de los sistemas din�amicos de dos dimen-
siones se encuentran, los sistemas din�amicos complejos.

1.1.1. De�niciones elementales de sistemas din�amicos

El objetivo principal en el estudio de un sistema din�amico comose men-
ciono en la secci�on anterior, es conocer laestructurade las �orbitas. Una forma
para ayudar a entender el concepto de �orbita de una manera intuitiva es la
siguiente. Con ayuda de una calculadora de bolsillo siga los siguientes pasos:

1. Escoja cualquier n�umero ( por ejemplo, 1).

2. Tome como referencia alguna funci�on (podr��a serx2 � 0;2).

3. Con la ayuda de alguna calculadora, aplique la funci�on, es decir sustituir
el n�umero que escogi�o por lax (en el ejemplo 12 � 0;2).

4. Del paso anterior se obtuvo un n�umero (en el ejemplo 0;8), entonces a
est�e nuevo n�umero se le vuelve aplicar la funci�on (en el ejemplo (0;8)2 �
0;2).
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5. Repetir el mismo procedimiento muchas veces.

Observar los resultados y comentarlos, se propone hacer varios ejercicios de
est�a ��ndole, con diferentes funciones conocidas y diferentes n�umeros, por
ejemplo, la funci�on exponencial, Despu�es de seguir este procedimiento se
obtendr�a una sucesi�on de n�umerosx; ex ; eex

; eeex

, ha este procedimiento se le
llama iterar una funci�on, es decir, se ha iterado la funci�onexponencial y a
los n�umeros de la sucesi�on forman una �orbita. Realizando este proceso para
alg�un valor inicial x, puede observar en algunas cuantas iteraciones aparece
el mensaje de desbordamiento (over
ow) en la calculadora, en el caso de la
funci�on exponencial e quiere decir que para cualquier elecci�on dex las ite-
raciones sucesivas de la exponencial tienden (se van) al in�nito. De manera
similar se puede tomar alguna otra funci�on para observar que pasa con algu-
nas de sus �orbitas. En general, existe un de�nici�on de �orbitapara cualquier
funci�on y se de�ne a continuaci�on.

De�nici�on 7 �Orbitas
Seaf : R ! R. La �orbita de x es el conjunto de puntosx, f (x), f 2(x), ...

y se denota porO(x).
Adem�as del concepto de �orbita, en sistemas din�amicos es importante con-

siderar el concepto de punto �jos y el de punto peri�odico, pues en t�erminos
de ellos se describe la .estructura"de los sistemas din�amicos.

De�nici�on 8 Punto peri�odico
Sea f:R ! R el punto x es un punto peri�odico de periodon de f (x) si

existe n, tal que f n (x) = x. Pero f i (x) 6= x para 0< i < n .
El menor entero positivon para el quef n (x) = x es llamado periodo

principal de x y es de periodon si y s�olo si, x es punto �jo de f n .

De�nici�on 9 �Orbita peri�odica
Sea f:R ! R y x un punto peri�odico de periodon, al conjunto de iteracio-

nes dex se le llama �orbita peri�odica de periodon. El n�umero de elementos
de una �orbita peri�odica es n.

De�nici�on 10 Punto eventualmente peri�odico
Sea f : R ! R un punto x es un punto eventualmente peri�odico de

periodo n, si no es peri�odico y9 m > 0 tal que f n+ i (x) = f i (x) para todo
i � m, dondef i (x) es peri�odico parai � m.
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De�nici�on 11 MapeoSeaf : I ! J; tal que, I pertenece aR y J pertenece
R; se dice quef es un mapeo deI en J .

Para conocer las �orbitas peri�odicas de un sistema din�amico, como en
el caso de los puntos �jos, es necesario resolver ciertas ecuaciones, que en
muchas veces tienen un alto grado de di�cultad, en el ejemplo(ejemplo 2)
se puede notar la diferencia, entre resolver la ecuaci�on anal��ticamente, es
decir, de manera algebraica y analizar gr�a�camente las mismas, con la ayuda
de la computadora y alg�un programa computacional, como porejemplo, el
\kmplot", del software libre, con el que se pueden visualizar las gr�a�cas de
funciones. Las di�cultades que se presentan mediante el m�etodo anal��tico, que
van desde equivocarse en un signo en el despeje, hasta saber de que tipo de
soluciones tiene la ecuaci�on (reales o complejas), sin embargo observando la
gr�a�ca de la funci�on, el trabajo laborioso se reduce y es muy simple observar
los puntos de intersecci�on entre la rectay = x y f (x) que ser�an en este caso
los puntos �jos de f (x). Para ilustrar lo anterior, consid�erese el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2 La funci�on f (x) = x3 tiene al 0, 1 y al -1 como puntos �jos.
Para probar esto, primero se procede de forma algebraica. Utilizando la

de�nici�on de puntos �jos se tiene que:

f (x) = x;

por lo tanto x3 = x;
y factorizando, x3 � x = 0;
se obtiene: x(x2 � 1) = 0:
De aqu�� x = 0, �o x2 � 1 = 0.
Resolviendox2 � 1 = 0; se obtiene,x = 1, y x = � 1. Por lo tanto,

f (x) = x3 tiene tres puntos �jos los que tambi�en son puntos peri�odicos, pues
las �unicas soluciones de la ecuaci�onf n (x) = x son: 0, 1 y� 1. Mediante una
gr�a�ca se pueden observar los puntos en dondef (x) = x, es decir, los puntos
de intersecci�on de las gr�a�casy = x y f (x) (�gura 1.4).
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y=x

y=x3

Figura 1.4: Puntos �jos: Los puntos de la intersecci�on que se muestran en la
gr�a�ca corresponden a los puntos �jos.



Cap��tulo 2

Din�amica de la funci�on
cuadr�atica

El objetivo del cap��tulo es mostrar que estudiar la din�amicade una fun-
ci�on sencilla conduce a un problema muy interesante y bastantecomplicado.
La funci�on que se ha elegido, en este caso, es la funci�on cuadr�atica, esto es,
seaf c : R ! R, donde f c(x) = x2 + c; donde c un n�umero real o dicho de
otra forma, es un par�ametro real. La elecci�on de esta funci�on como punto
de partida, es una de las propuestas principales del presente trabajo. En pri-
mera instancia, se considera que la funci�on cuadr�atica es lo su�cientemente
familiar para los estudiantes de los �ultimos semestres de nivel medio supe-
rior, dado que es parte del material que se incluye en los primeros cursos de
matem�aticas, (el plan curricular se encuentra dentro de la justi�caci�on). Por
otro lado, la funci�on cuadr�atica es �util cuando se modela matem�aticamente,
por ejemplo, el movimiento parab�olico, esto es, el movimiento que resulta de
lanzar una piedra o patear un bal�on de f�utbol. Este tema se aborda en el cur-
so de F��sica I de cualquier bachillerato. En segunda instancia,esta funci�on
es el ejemplo m�as sencillo desde el que se pueden explorar las estructuras
matem�aticas propias del caos. Su origen se describe en el siguiente ejemplo:

En biolog��a, com�unmente se requiere conocer la evoluci�onde una cierta
especie. Sup�ongase que se desea saber como evoluciona la poblaci�on de peces
en un criadero, por lo cual, un problema importante es construir un modelo
matem�atico que permita predecir la conducta de la poblaci�on en un tiempo
determinado. Para esto, consid�erese el modelo biol�ogico m�as sencillo de cre-
cimiento de una poblaci�on, cuya raz�on de cambio en el tiempo, que se denota

por
dP
dt

, es directamente proporcional a la poblaci�on presente en untiempo

11
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determinado, siendok la constante de proporci�on que depende del caso en
consideraci�on. SiP(t) denota la poblaci�on en un cierto tiempot, entonces,
el modelo matem�atico se expresa:

dP
dt

= kP:

La soluci�on de esta ecuaci�on diferencial1 es P(t) = P0ekt , y representa
la poblaci�on en cualquier tiempot, donde P0 = P(0) es el valor inicial de
la poblaci�on y se supone conocida. Este modelo implica un crecimiento o
decrecimiento exponencial de la poblaci�on. De esta forma, sik > 0 enton-
ces, la poblaci�on crecer��a inde�nidamente a trav�es del tiempo, en lenguaje
matem�atico, esto se escribir��a as�� P(t) ! 1 cuandot ! 1 , pero si k < 0,
entonces la poblaci�on disminuir��a y a trav�es del tiempo se extinguir��a, es
decir, P(t) ! 0, cuandot ! 1 .

Este modelo simple puede tambi�en ser estudiado matem�aticamente, como
una ecuaci�on de diferencias de la siguiente manera. SeaPn , la poblaci�on
despu�es den generaciones, donden es un n�umero natural. Sup�ongase que
la poblaci�on de la generaci�on siguiente, es directamente proporcional a la
generaci�on presente, similar al caso anterior. Esto es:

Pn+1 = kPn donde k es una constante

Se tiene entonces:
P1 = kP0

P2 = kP1 = k2P0

P3 = kP2 = k3P0

:
:
Pn = kPn� 1 = knP0

En este caso, realizando el an�alisis, sik > 1, Pn ! 1 mientras que si
0 < k < 1, entoncesPn ! 0.

Esta ecuaci�on de diferencias se puede expresar en t�erminos deuna fun-
ci�on. Sea x = P0 y sea f (x) = kx, por lo cual se nota que,f (x) = P1,
f (f (x)) = k2x = P2, f (f (f (x))) = P3, etc. Por lo que, el comportamiento

1B�asicamente, el estudio de sistemas din�amicos ha evolucionado a raz�on de entender el
comportamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Intuitivamente,
una ecuaci�on diferencial ordinaria es una ecuaci�on en donde la inc�ognita se encuentra en
t�erminos de su derivada.
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de la poblaci�on se relacionar�a con el comportamiento de lasiteraciones de la
funci�on, es decir, de su din�amica.

En cuanto a los modelos anteriores para predecir el crecimiento de una
poblaci�on, se puede decir que son demasiado simples, porque solo sepuede
llegar a dos posibilidades, crecimiento ilimitado o extinci�on. La experiencia
obtenida en el campo de la biolog��a sugiere que la evoluci�onde la poblaci�on
de alguna especie es mucho m�as complicada, debido a ello se hanconsiderado
modelos m�as plausibles, pero m�as complicados, como suponer que existe un
l��mite L; para el crecimiento de la poblaci�onP(t) de la especie. SiP(t) excede
a L, la poblaci�on deber��a decrecer, por factores tales como,escasez de comida.
Por otra parte, si P(t) < L , entoncesP(t) tender��a a crecer hasta alcanzar el
l��mite L. Un modelo matem�atico que es consistente con este comportamiento
es:

dP
dt

= kP(L � P) (2.1)

N�otese que este modelo di�ere en el anterior por el factor (L � P).
Cualitativamente, suponiendo quek > 0 se observa que:

Ejemplo 3 Si P = L, dP
dt = 0, esto es, si la poblaci�on ha tomado el

valor l��mite, entonces no habr��a cambio en la poblaci�on.

Si P > L , dP
dt < 0, es decir siP ha excedido aL, la poblaci�on tender�a a

decrecer.

Si P < L , dP
dt > 0, entonces la poblaci�on tender��a a crecer.

No es dif��cil solucionar la ecuaci�on (2.1), se resuelve de manera expl��cita
dP
dt = kP(L � P)
Integrando la ecuaci�on

R
dP

P (L � P ) =
R

kdt
Por fracciones parciales se obtiene

1
P (L � P ) = 1

LP + 1
L (L � P )

R
dP

P (L � P ) =
R�

1
LP + 1

L (L � P )

�
dP =

1
L

R
dP
P + 1

L

R
dP

L � P = 1
L (ln P � ln (P � L))

Por lo tanto,
1
L (ln P � ln (P � L)) = kt + c
DespejandoP(t); con la condici�on inicial P(t = 0) = P0; �nalmente se
obtiene

P(t) =
LP0eLkt

L � P0 + P0eLkt
=

LP0

(L � P0)e� Lkt + P0
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Desde este punto de vista, el modelo planteado quedara completamente
determinado, porque se pueden estudiar las distintas soluciones de acuerdo
a los distintos valores deL, P0 y k, que dependen del caso analizado.

De la misma manera que el caso anterior, se puede considerar el mode-
lo usando ecuaciones de diferencias y se esperar��a encontrar resultados muy
similares con el modelo de la ecuaci�on diferencial. Sin embargo, sorprenden-
temente, se encuentra que la ecuaci�on de diferencias conduce a uno de los
sistemas din�amicos m�as complejos que se pueda imaginar. Paraplantear el
modelo de la ecuaci�on de diferencias, se considera primero unasimpli�caci�on.
Se supone queL = 1 es el valor l��mite. Esto es, en lugar de poblaci�on, se
considera porcentajes de la misma. SeaPn el porcentaje de la poblaci�on en
la generaci�onn, en este caso la ecuaci�on de diferencias se escribe como:

Pn+1 = kPn (1 � Pn ) donde k es constante

De igual manera que en el caso anterior, seax = P0 y f (x) = kx(1 � x) que
a diferencia de la funci�on anterior que era lineal, es una funci�on cuadr�atica
de donde se tiene que:

P1 = f (x)
P2 = f (f (x))
P3 = f (f (f (x)))
:
:
Esta funci�on f es conocida como funci�on log��stica, mapa log��stico, mapa

cuadr�atico, mapa de Feigenbaum, par�abola log��stica de Robert May o fun-
ci�on de Verhulst, cuya din�amica ha sido objeto de estudio de lamatem�atica
contempor�anea. Actualmente el caos est�a empezando a tener una posici�on
importante para la explicaci�on de fen�omenos incluso en ciencias sociales. En
referencia al mapa log��stico, desde una visi�on antropol�ogica se propone ([11]):
"Conjeturo que ser�a m�as motivador realizar la ejempli�caci�on en base a ella
y no mediante fen�omenos alejados de la sem�antica de la sociedad y la cul-
tura, como las pistas de esqu��, las palanganas vibrantes, los p�endulos con
rozamiento, las reacciones autocatal��ticas o la transformaci�on del panadero,
con las que los cient���cos dados a la divulgaci�on acostumbran poblar sus pe-
dagog��as". Este punto de vista es consistente con el modelo constructivista.
En el presente trabajo no se estudiar�a la din�amica de la funci�on cuadr�atica
escrita en la formaf (x) = kx(1 � x), si no de la funci�on f c(x) = x2 + c por
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razones did�acticas, adem�as que desde el punto de vista de sistemas din�amicos
son equivalentes ([3]). Como se ha estado mencionando, el estudio desde el
punto de vista de sistemas din�amicos, se realizar�a al analizar el comporta-
miento y estructura de las �orbitas, es decir, de los puntosx, f c(x), f 2

c (x), etc.,
para diferentes valores del par�ametro realc, los c�alculos def n

c (x) se realizan
mediante la composici�on de funciones, que como ya se ha mencionado, antes
se entiende como la aplicaci�on sucesiva de alguna funci�on empezando con
un valor inicial. Existen diversas maneras en las que se pueden estudiar las
�orbitas de alguna funci�on, por ejemplo, se puede simplemente tomar alg�un
n�umero y con ala ayuda de una calculadora de bolsillo se empezar�an estudiar
las �orbitas y lo que sucede con �estas. De la misma manera, pero ahora, con la
ayuda de una computadora, se puede usar alguna hoja de c�alculo. No es dif��cil
darse cuenta de que este no es para nada un trabajo sencillo, puesse tendr��a
que decir que pasa para cualquier valor dex y para cada valor dec. Por lo
cual, implica una gran cantidad c�alculos y de tiempo, incluso con la ayuda de
las computadoras. En estos casos es de mucha utilidad y es sencillo observar
el comportamiento de las �orbitas mediante un gra�cador computacional. Con
el uso de un gra�cador se considera un m�etodo cualitativo alternativo para
estudiar las �orbitas que es llamadoan�alisis gr�a�co .

2.1. An�alisis gr�a�co

Una forma cualitativa de observar el comportamiento de las �orbitas de
una funci�on es mediante el an�alisis gr�a�co, donde se puede observar paso a
paso, lo que va sucediendo con los elementos de las �orbitas, adem�as de ser
un m�etodo sencillo de manejar. Antes de iniciar la explicaci�on del m�etodo
gr�a�co que intuitivamente sirve para observar el comportamiento de una
�orbita,se analizar�a la gr�a�ca de la funci�on cuadr�atica , para observar como
se comporta cuando cambia el valor dec. En la gr�a�ca correspondiente a la
funci�on cuadr�atica f c(x); �guras (4.5, 2.2 y 2.3) respectivamente, se muestra
su comportamiento.

Para c > 0, la gr�a�ca se encuentra por encima del eje X, ver �gura (4.5).
Para c = 0, la gr�a�ca se encuentra sobre el eje X, ver �gura (2.2) y
para c < 0, la gr�a�ca se encuentra por debajo del eje X, ver �gura (2.3).
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x

y

f(x)=x
2

Figura 2.1: Gr�a�ca de f c(x) = x2 + c cuandoc = 0

Y

x

f(x)=x +c2

Figura 2.2: Gr�a�ca de f c(x) = x2 + c cuandoc > 0

x

y

f(x)=x +c2

Figura 2.3: Gr�a�ca de f c(x) = x2 + c cuandoc < 0
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El an�alisis gr�a�co (ver [3]) se hace de la siguiente forma:

1. Se gra�ca la funci�on que se quiere analizar, en este caso, se toma como
ejemplo, f (x) = x2.

x

y

f(x)=x 2

Figura 2.4: Gr�a�ca de la funci�on f (x) = x2, primer paso.

2. Luego se gra�ca la funci�on identidady = x.

x

y
f(x)=x

f(x)=x

2

Figura 2.5: f (x) = x2 y y = x, segundo paso.
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3. Se toma un puntox0 sobre el eje00x00y se le asocia con un segmento de
recta paralela al eje00y00, que comienza enx0 y termina donde se inter-
secta con la gr�a�ca correspondiente af (x), en el punto de coordenadas
(x0; f (x0)) ; obteniendo as�� la primera iteraci�on f (x0).

(x , f(x ))

x

y

f(x)=x

f(x)=x 

00

2

�
�
�
�

q1

x0

Figura 2.6: Se unex0 con q1 un segmento, tercer paso.

4. Despu�es se asocia este puntoq1 a la recta con otro segmento de recta
paralelo al eje00x00que comienza enq1 y termina en la recta corres-
pondiente a la gr�a�ca de la funci�on lineal, en el punto de coordenadas
q2 = ( f (x0); f (x0)).

(x , f(x ))

x

y

f(x)=x

f(x)=x 

00

2

(f(x  ), f(x ))

2
�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

q1

x0

0 0

q

Figura 2.7: Se obtieneq2, cuarto paso.

5. Asociando el puntoq2 del paso anterior, con un segmento de recta para-
lelo al eje00y00con la gr�a�ca de f (x), obteniendo el punto (f (x0); f (f (x0))) =
(f (x0); f 2(x0)) = q3.
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(x , f(x ))

x

y

f(x)=x

f(x)=x 

00

2

(f(x  ), f(x ))

2

(f(x  ), f(f(x )))

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

1

x0

0 0
q

q
3

q

0 0

Figura 2.8: Se obtiene deq3, quinto paso.

6. Se repiten los dos pasos anteriores, una y otra vez, obteniendo los puntos
q4, q5, q6, etc.

(f 2(x0); (f 2(x0)) = q4;

(f 2(x0); f (f 2(x0))) = ( f 2(x0); f 3(x0)) = q5;

(f 3(x0); f 3(x0)) = q6

(f 3(x0); f (f 3(x0))) = ( f 3(x0); f 4(x0)) = q7,

(f 4(x0); f 4(x0)) = q8

(f 4(x0); f (f 4(x0))) = ( f 4(x0); f 5(x0)) = q9;

(f 5(x0); f 5(x0)) = q10 ,

(f 5(x0); f (f 5(x0))) = ( f 5(x0); f 6(x0)) = q11;

(f 6(x0); f 6(x0)) = q12; :::

Con este procedimiento se pueden ir obteniendo los puntosqi de la �orbita
de cualquierx0 en f (x), que son todos las ordenadas (x i ) de los puntos de
coordenadas (x i , yi ) = qi , i > 0, i�Z .
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Figura 2.9: Gr�a�ca de como se obtienen losqi , pason.
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La ordenada (x i ) de los puntosqi � R2 de la recta correspondiente, a la
gr�a�ca de la funci�on lineal y = x, que a la vez son los puntos de las iteracio-
nes def (x), se van relacionando con los puntos de la gr�a�ca de la funci�on
cuadr�atica y as��, se puede observar f�acilmente, al menos cualitativamente, en
donde se encuentran los puntos y su patr�on de comportamiento para cada
valor de x0. Para llevar a cabo este proceso, es conveniente utilizar alg�un
software din�amico de geometr��a, como elCabri en Windows o elKig, del
software libre, con los cuales se pueden crear algunos programas simples, (ver
pr�acticas propuestas I) que puedan simular el comportamiento de los pun-
tos de las �orbitas. Existen trabajos en donde se ha propuesto la utilizaci�on
del C�abri.en la ense�nanza de la funci�on cuadr�atica (ver por ejemplo [2]). El
an�alisis gr�a�co, es un m�etodo pr�actico que puede ser analizado como una
herramienta m�as, para ayudar a que el aprendizaje sea signi�cativo en la
ense�nanza del tema de sistemas din�amicos.

2.2. �Orbitas de la funci�on cuadr�atica

En esta secci�on se estudiar�an las �orbitas de la funci�onf (x) = x2 + c, para
algunos valores dec mediante el m�etodo del an�alisis gr�a�co.

Ejemplo 4 An�alisis de la �orbita de f (x) = x2+ c tomando como valor inicial
x0 = 1; cuandoc = 1.

Sea el punto (1; 0) � R2 y aplicando el m�etodo gr�a�co, se empieza con un
segmento de recta paralelo al eje00y00desde el punto (1; 0); hasta el punto
de intersecci�on con la gr�a�ca de la funci�on f (x) = x2 + 1, el cual correspon-
der�a al punto de coordenadas (1; f (1))=(1 ; 2), y este nuevo punto se asocia
con un segmento de recta paralelo al eje00x00con la recta y = x, estando
ahora en el punto de coordenadas (2; 2), ahora se vuelve asociar el punto
de coordenadas (2; 2), con un segmento de recta paralelo al eje00y00hasta el
punto de intersecci�on con la gr�a�ca de la funci�on f (x) = x2 + 1, que es el
punto en el plano (2; f 2(1))=(2 ; 5), se repite el procedimiento de unir con un
segmento de recta paralelo al eje00x00con el punto anterior a la rectay = x
obteniendo las coordenadas del punto (5; 5), el procedimiento que se repite
una y otra vez es: Del punto inicial a la gr�a�ca cuadr�atica, de la gr�a�ca de
la funci�on cuadr�atica a la gr�a�ca de la funci�on identida d, es decir, a la rec-
ta (x0-par�abola-recta-par�abola, etc.), obteniendo el punto (5; f 3(1) )=(5 ; 26)
y as�� sucesivamente, es decir, se pueden obtener losx i que son los elementos
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que forman las �orbitas, en este caso, los puntos de la �orbita soncada vez m�as
grandes(ver la �gura 2.10), es decir, tienden al in�nito.

y=x
y

x
(1,0)

f(x)=x
2
+1

(2,5)

(5,26)

(1,2)
(2,2)

(5,5)

(26,26)

1

0

Figura 2.10: Obtenci�on de los puntos de la �orbita dex2 + 1 mediante el
m�etodo del an�alisis gr�a�co, con x0 = 1 y c = 1.

Los puntos de la �orbita se pueden obtener con una calculadorade bolsillo,
aplicando repetidamente la funci�on:
x0 = 1
f (x0) = f (1) = (1) 2 + 1 = 1 + 1 = 2
f (f (x0)) = f (f (1)) = f (2) = (2) 2 + 1 = 4 + 1 = 5
f (f (f (x0))) = f (f 2(x0)) = f (f 2(1)) = f (5) = (5) 2 + 1 = 25 + 1 = 26
f (f (f (f (x0)))) = f (f 3(x0)) = f (f 3(1)) = f (26) = (26)2 + 1 = 676 + 1 = 677
f (f (f (f (f (x0))))) = f (f 4(x0)) = f (f 4(1)) = f (677) = (677)2 + 1 = 458330
f (f (f (f (f (f (x0)))))) = f (f 5(x0)) = f (f 5(1)) = f (458330) = (458330)2 +
1 = 2;1006638� 1011

etc. etc. ...
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De esta manera, se llega a la misma conclusi�on que con el m�etodo gr�a�co.

P1 x0 1
P2 f (x0) 2
P3 f 2(x0) 5
P4 f 3(x0) 26
P5 f 4(x0) 677
P6 f 5(x0) 45558330
P7 f 6(x0) 2;1006638� 1011

: : :
: : :
Pn f n (x0) :
: : :
: : 1

Ejemplo 5 Analizar la �orbita de f (x) = x2 + c, con x0 = � 1 y c = 1, de
forma num�erica y con el m�etodo del an�alisis gr�a�co.

An�alisis gr�a�co

y=x
y

x

f(x)=x
2+1

(2,5)

(5,26)

(2,2)

(5,5)

(26,26)

1

0(-1,0)

(-1,2)

Figura 2.11: M�etodo gr�a�co para analizar los puntosqi .
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Num�ericamente, si x0 = � 1 y c = 1, entonces:
x0 = � 1
f (x0) = f (� 1) = ( � 1)2 + 1 = 1 + 1 = 2
f (f (x0)) = f (f (� 1)) = f (2) = (2) 2 + 1 = 4 + 1 = 5
f (f (f (x0))) = f (f 2(x0)) = f (f 2(� 1)) = f (5) = (5) 2 + 1 = 25 + 1 = 26
f (f (f (f (x0)))) = f (f 3(x0)) = f (f 3(� 1)) = f (26) = (26)2 + 1 = 676 + 1 =
677
f (f (f (f (f (x0))))) = f (f 4(x0)) = f (f 4(� 1)) = f (677) = (677)2+1 = 458330
f (f (f (f (f (f (x0)))))) = f (f 5(x0)) = f (f 5(� 1)) = f (458330) = (458330)2 +
1 = 2;1006638� 1011

etc. etc. ...

De aqu�� se obtiene la misma conclusi�on que con el m�etodo gr�a�co.

P1 x0 -1
P2 f (x0) 2
P3 f 2(x0) 5
P4 f 3(x0) 26
P5 f 4(x0) 677
P6 f 5(x0) 45558330
P7 f 6(x0) 2;1006638� 1011

: : :
: : :
Pn f n (x0) :
: : :
: : 1

Este mismo an�alisis se puede hacer paraf c(x) = x2 + c, con diferentes
valores de los par�ametroc y x0, pero como se puede apreciar es un trabajo
bastante arduo.

2.2.1. An�alisis de los puntos �jos

En primera instancia, de manera gr�a�ca es posible saber si una funci�on
tiene puntos �jos, o no, observando en donde se intersecta la gr�a�ca de la
funci�on, con la gr�a�ca de la recta y = x; por de�nici�on f (x) = x (puntos
�jos), adem�as de que, con ayuda de los gra�cadores se pueden observar varios
de los comportamientos a la vez, como se ver�a m�as adelante. En la �gura
(2.12) se observa que las gr�a�cas pueden y no intersectarse, estodependiendo
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del valor que tomec, para el caso de la funci�on cuadr�atica puede tener dos,
uno o ning�un punto �jo.

y=x

f(x)=x  + c2

f(x)=x  + c2

y=x

y=x

f(x)=x  + c2

x

y

x

y

x

y

Figura 2.12: Las intersecciones de las gr�a�cas muestran lospuntos �jos .

Para encontrar de manera algebraica los puntos �jos de la funci�on f c(x) =
x2 + c, se debe resolver la ecuaci�onx2 + c = x, recordando la de�nici�on de
punto �jo.

Por lo tanto, partiendo de la ecuaci�onx2 + c = x y resolviendo parax
por medio de bien conocida, f�ormula general para la resoluci�on de ecuaciones
cuadr�aticas,

x =
� b�

p
b2 � 4ac

2a
:

De donde se obtiene que:x = 1�
p

1� 4c
2 :

Para que las ra��ces sean reales, se debe cumplir la siguiente desigualdad:

0 � 1 � 4c:
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Por lo tanto

1 � 4c

y

c �
1
4

:

Por lo cual, el par�ametro c debe ser menor que14 y gr�a�camente puede
observarse lo pasa con las gr�a�cas y las �orbitas cuandoc > 1

4, c = 1
4 y c < 1

4.

y=x y=x

y=xy=x

f(x)=x  + c2
f(x)=x  + c

f(x)=x  + cf(x)=x  + c

2

2
2

c>1/4 c>1/4

c>1/4 c>1/4

Figura 2.13: Cuandoc es mayor que1
4 , las gr�a�cas nunca se intersectan y

todas sus �orbitas tienden al in�nito.

Cuandoc > 1
4 , la gr�a�ca que corresponde a la funci�on cuadr�atica no toca

en ning�un momento la gr�a�ca de y = x, sino que se encuentra por encima
de la recta, lo cual quiere decir, que no tiene ra��ces reales,es por ello, que
no tienen puntos en com�un. Si no tienen puntos en com�un estasdos gr�a�cas,
implica que la funci�on cuadr�atica, no tiene puntos �jos para c > 1

4 y todas
las �orbitas de f c tienden al in�nito como es el caso def 1(x) = x2 + 1 (ver la
�gura del ejemplo (2.11)).
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Cuando c = 1
4, las gr�a�cas se intersectan enx = 1

2 por lo tanto, tiene un
punto �jo �unico. En este caso, las �orbitas def c para puntos muy cercanos al
punto �jo tienden a acercarse (para valores que se encuentran entre - 1

2 � x �
1
2), y las �orbitas de puntos lejanos al punto �jo tienden a alejarse (para valores
de x > � 1

2 y x < 1
2). Las �orbitas de los puntos que se encuentran entre 0.5 y

-0.5, son las �orbitas que tienden al punto �joPf = 1
4 , las dem�as �orbitas que

no se encuentran en este intervalo tiende al in�nito.

y=x

f(x)=x  + c2

c=0.25

X=0.5
c=0.25

X=0.5

y=x

f(x)=x  + c2

c=0.25

X=0.5

y=x

f(x)=x  + c2

X=0.5

y=x

f(x)=x  + c2

c=0.25

x

y

x

y

x

y

x

y

Figura 2.14: Cuandoc = 1
4 se tiene un �unico punto �jo en x = 1

2 y las �orbitas
de los puntos muy cercanos a 0 y menores que1

4 tienden al punto �jo.

Cuando c < 1
4, la gr�a�ca toca en dos puntos a la rectay = x. Aqu�� las

�orbitas ya no son tan predecibles como en los casos anteriores,pues aparecen
dos puntos �jos, uno por la derecha y otro por la izquierda. SeaP+ el punto
�jo m�as grande(derecha) y P� el punto �jo m�as peque�no (izquierda) ([4]).



28 CAP�ITULO 2. DIN �AMICA DE LA FUNCI �ON CUADR �ATICA

Del an�alisis gr�a�co, parece ser que si 0< c < 1
4 , las �orbitas que se encuentran

entre P� < x 0 < P + tienden al punto P� y para las �orbitas de los puntos
que se encuentran entreP� > x 0 > P + tienden al in�nito. Pero si se sigue
variando el valor dec, no es para nada f�acil predecir que pasa con las �orbitas
pues son muy variables dependiendo de la posici�on del punto inicial x0.

f(x)=x  + c
f(x)=x  + c

f(x)=x  + cf(x)=x  + c

y=x y=x

y=xy=x

c<1/4
c<1/4

c<1/4 c<1/4

2
2

2

Figura 2.15: Cuandoc es menor que1
4 se tienen dos puntos �jos y el com-

portamiento de las �orbitas ya no es predecible.

2.2.2. Puntos especiales

Dentro del conjunto de los puntos �jos existen otros subtipos de puntos
como son:

De�nici�on 12 Punto cr��tico
Un punto x es un punto cr��tico de f si f 0(x) = 0. El punto cr��tico es no

degenerado sif 00(x) 6= 0. El punto critico es degenerado sif 00(x) = 0.
Ejemplo , f c(x) = x2 + c
f 0

c(x) = 2 x;
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f 00
c (x) = 2

Esto quiere decir quex = 0 es un punto cr��tico de f c y es no degenerado
para toda x.

De�nici�on 13 Puntos �jos atractores
Sea f:R ! R, x es un punto �jo atractor de f , si existe un entorno abierto

I dex, tal que, para todox�I el lim n!1 f n (x) = x. Intuitivamente, que x sea
un punto �jo atractor quiere decir que atrae las �orbitas de todos los puntos
de su entorno.

El conjunto f x�I tal que lim n!1 f n (x) = xg es el conjunto de atracci�on
de x, (x atrae las �orbitas de los puntos de su entorno).

�
�
�
�

f(x)=x  - 0.25

f(x)=x  +.02

f(x)=x  - 0.25

f(x)=x  + 0
2

2

2

2

x x

x
x

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

puntos atractores

Figura 2.16: Puntos �jos atractores.

De�nici�on 14 Puntos �jos repulsivos
Sea f:R ! R x0 es un punto �jo repulsivo de f , si existe un entorno

abierto I de x0, tal que, para todo x 6= x0�I el f n (x) 6= I . Intuitivamente
quiere decir quex repele las �orbitas de los puntos del entorno.
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x
x

x x

f(x)= x  - 0.2 f(x)=x  - 0.2 

f(x)= x  - 0.6

f(x)= x  + 0.25

2 2

2

2

Figura 2.17: Puntos �jos repulsivos, los puntos de las �orbitas tienden a ale-
jarse.

De�nici�on 15 Punto eventualmente �jo

Sea f:R ! R los puntos eventualmente �jos def , son todos los puntos
que cumplen con lo siguiente:f n+1 (x) = f n (x).

x

x

x

x

f(x)=x  - 0.9 f(x)=x  - 0.8

f(x)=x  - 0.9 f(x)=x  - 1.2

2
2

2
2

Figura 2.18: Punto eventualmente �jo.

El comportamiento de las �orbitas no es tan predecible a simple vista
cuando 1

4 > c > � 2. Como se puede ver en las gr�a�cas, existen �orbitas que
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se van hacia un punto �jo para ciertos valores dec, pero para otros valores
diferentes dec la �orbita tiende al in�nito; y para otros valores no se acercaa
alg�un punto en especial. Tambi�en cuando se toman valores diferentes dex0 los
puntos de las �orbitas no son predecibles a simple vista. Los puntos especiales
a los que tienden las �orbitas son: puntos atractores, puntos repelentes, puntos
peri�odicos, puntos eventualmente peri�odicos, etc�etera.

f(x)=x  + c

f(x)=x  + cf(x)=x  + c

y=x
y=x

y=xy=x

f(x)=x  + c2
2

2 2

c<1/4 c<1/4

c<1/4 c<1/4

Figura 2.19: Cuandoc es menor que1
4 existe una variedad de puntos �jos:

Atractores, repelentes, peri�odicos, eventualmente peri�odicos, etc�etera.

2.3. An�alisis de la funci�on f c(x0)

A continuaci�on se muestra un estudio simple de la din�amica def c(x) =
x2+ c , espec���camente para cuandoc = 0. Se muestran los puntos especiales,
el comportamiento de sus �orbitas; de forma gr�a�ca y haciendolos c�alculos,
tambi�en se muestra, como hacer los c�alculos m�as f�acilmente con ayuda de
la computadora. Uno de los casos m�as simple en la din�amica de lafunci�on
cuadr�atica es cuandoc = 0.
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f ( x ) = x 2 x 0 = 0 x 0 = 0.1 x 0 = 0.01 x 0 = � 0.1
x 0 0 0.1 0.01 -0.1
f ( x 0 ) 0 0.01 0.0001 0.01
f 2 ( x 0 ) 0 0.0001 1;0 � 10 � 8 .000 1
f 3 ( x 0 ) 0 1;0 � 10 � 8 1;0 � 10 � 16 1;0 � 10 � 8

f 4 ( x 0 ) 0 1;0 � 10 � 16 1;0 � 10 � 32 1;0 � 10 � 16

f 5 ( x 0 ) 0 1;0 � 10 � 32 1;0 � 10 � 64 1;0 � 10 � 32

f 6 ( x 0 ) 0 1;0 � 10 � 64 1;0 � 10 � 128 1;0 � 10 � 64

f 7 ( x 0 ) 0 1;0 � 10 � 128 1;0 � 10 � 256 1;0 � 10 � 128

f 8 ( x 0 ) 0 1;0 � 10 � 256 1;0 � 10 � 512 1;0 � 10 � 256

f 9 ( x 0 ) 0 1;0 � 10 � 512 1;0 � 10 � 1024 1;0 � 10 � 512

: : : : :
# # # #

lim n !1 f n ( x 0 ) 0 0 0 0

Cuadro 2.1: �Orbitas de f (x) = x2 para algunos valores dex0 muy cercanos
a 0.

En el cuadro (2.1), se muestran algunos puntos de las �orbitas para la
funci�on f (x) = x2. Los puntos fueron calculados con ayuda de una compu-
tadora, mediante un programa computacional, que realiza los c�alculos de las
iteraciones para cuandoc = 0 y tomando x0 muy cercanos a 0, los c�alculos
tambi�en se pueden realizar en una hoja de c�alculo.2. Al observar, tanto los
datos del cuadro (2.1) como el an�alisis gr�a�co de la �gura (2.20), se puede
inferir que: Para valores dex0 cercanos a cero la �orbita tiende a cero.

Figura 2.20: An�alisis gr�a�co de f (x) = x2, cuandox0 est�a muy cerca dex = 0

2Los programas que se utilizaron para obtener los puntos de las �orbitas, se encuentran
en el ap�endice A p�agina 85
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f ( x ) = x 2 x = 1 x = 0.9 x = 0.5
x 0 1 9 . 5
f ( x 0 ) 1 : 81 : 25
f 2 ( x 0 ) 1 : 656 1 ;0 625
f 3 ( x 0 ) 1 : 430 47 3: 906 3 � 10 � 3

f 4 ( x 0 ) 1 : 185 3 1: 525 9 � 10 � 5

f 5 ( x 0 ) 1 3: 433 7 � 10 � 2 2: 328 3 � 10 � 10

f 6 ( x 0 ) 1 1: 179 � 10 � 3 5: 421 � 10 � 20

f 7 ( x 0 ) 1 1: 390 1 � 10 � 6 2: 938 7 � 10 � 39

f 8 ( x 0 ) 1 1: 932 3 � 10 � 12 8: 636 2 � 10 � 78

f 9 ( x 0 ) 1 3: 733 9 � 10 � 24 7: 458 3 � 10 � 155

f 10 ( x 0 ) 1 1: 394 2 � 10 � 47 5: 562 7 � 10 � 309

: : : :
# # #

lim n !1 f n ( x 0 ) 1 0 0

Cuadro 2.2: Los datos corresponden a los primeros puntos de la�orbita de
f (x) = x2 con x0 < 1.

Del cuadro (2.2) donde se itera la funci�onf (x) = x2, para 0 � x � 1 y
de la �gura (2.21) se puede inferir que los puntos de la �orbitatienden a cero.

Figura 2.21: An�alisis gr�a�co de f (x) = x2 cuandox0 es menor que uno.

En el cuadro (2.3), se puede observar que para valores dex0 m�as grandes
que uno (x0 > 1) las �orbitas tienden al in�nito.
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f ( x ) = x 2 x = 1 ;1 x = 1 ;5
x 0 1: 1 1: 9
f ( x 0 ) 1: 21 3: 61
f 2 ( x 0 ) 1: 464 1 13: 032
f 3 ( x 0 ) 2: 143 6 169 : 84
f 4 ( x 0 ) 4: 595 28844 :
f 5 ( x 0 ) 21: 114 8: 319 8 � 108

f 6 ( x 0 ) 445 : 79 6: 922 � 1017

f 7 ( x 0 ) 1: 987 3 � 105 4: 791 4 � 1035

f 8 ( x 0 ) 3: 949 4 � 1010 2: 295 7 � 1071

f 9 ( x 0 ) 1: 559 7 � 1021 5: 270 4 � 10142

f 10 ( x 0 ) 2: 432 8 � 1042 2: 777 7 � 10285

. . .

. . .

. . .

. # #
lim n !1 f n ( x 0 ) 1 1

Cuadro 2.3: Primeros puntos de las �orbitas def (x) = x2 cuandox0 > 1.

1
x

y

Figura 2.22: An�alisis gr�a�co de f (x) = x2 cuandox0 es mayor que uno. Con
el an�alisis gr�a�co se observa que efectivamente, las �orbitas de f (x) = x2

tienden al in�nito cuando x0 es mayor que uno.
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En conclusi�on sobre la din�amica de la funci�onf (x) = x2, gr�a�camente se
in�ere:

f n (x) ! 1 si jxj > 1;
f n (x) ! 0 si jxj < 1;
f n (1) ! 1 para todo n;
f n (� 1) ! 1 si n � 1:
Ver las �guras (2.20, 2.21 y 2.22).
Comparando el an�alisis gr�a�co, con los datos de los cuadros,se puede

decir que:

Todas las �orbitas tienden a1 o a 0, excepto en 1 y en� 1.

El 1 y el 0 son puntos �jos, y el� 1 es un punto eventualmente �jo.

Se puede observar que existen dos puntos �jos, un punto �jo atractor
y un punto �jo repelente, el punto �jo atractor es P� y el punto �jo
repelenteP+ . El 0 es un punto �jo atractor, subsecuentemente los pun-
tos cercanos tienen �orbitas que tienden a 0, por otro lado, el 1 es un
punto repelente, ya que las �orbitas tienden a alejarse del �el.

2.4. �Orbitas peri�odicas

En el an�alisis gr�a�co, se puede observar lo que ocurre con los puntos
especiales, a partir de analizar el comportamiento de los puntos de las ite-
raciones, hasta esta secci�on se han mostrado los puntos �jos def c(x), gr�a�-
camente y haciendo los c�alculos para obtener los puntos de forma num�erica,
pero >qu�e pasa? con los puntos �jos peri�odicos, es decir, lassoluciones de las
siguientes ecuaciones:f (x) = x, f 2(x) = x, f 3(x) = x, f 4(x) = x, f 5(x) = x,
etc., (ver de�nici�on de puntos peri�odicos en la secci�on 1.1.1), para cono-
cer los puntos �jos def c(x), basta con resolver algebraicamente la ecuaci�on
cuadr�atica y analizar sus ra��ces, para encontrar los puntos�jos peri�odicos
de f n

c (x) = x (o puntos peri�odicos de periodon); (n � 3 n es un entero
positivo), es complicado, porque las ecuaciones que se tendr��an que resolver
son las siguientes:

f 2(x) = x

f (f (x)) = f (x2 + c) = ( x2 + c)2 + c

x4 + 2x2c + c2 + c = x
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x4 + 2x2c + � x + c2 + c = 0

f 3(x) = x

f (f (f (x))) = f (f (x2 + c)) = f (x4 + 2x2c + c2 + c)

(x4 + 2x2c + c2 + c)2 + c = x8 + 2(2x4x2c) + ( c2 + c)2

x8 + 4x6c + ( c2 + c)2 = x

x8 + 4x6c � x + ( c2 + c)2 = 0

f 4(x) = x

x16 + ax14 + bx 12 + ::: � x + f = 0

f 5(x) = x

x32 + ::: � x + g = 0

El asunto se complicar��a m�as, si la funci�on bajo estudio fuera trigo-
nom�etrica, logar��tmica, exponencial, etc., o si se tomara una ecuaci�on que
fuese alguna combinaci�on entre ellas, porque implicar��a laresoluci�on de ecua-
ciones de esa naturaleza, como por ejemplo,ax sen(bx) = 0, lnx � 3 = 0,
ex = a, ax3 + bx2 + cx + d = 0 para resolver este tipo de ecuaciones se tiene
que usar un m�etodo iterativo ver por ejemplo ([1]).

Regresando al caso en consideraci�on, es decir; la ecuaci�on cuadr�atica ele-
vada a una potencian, para resolver una ecuaci�on de cuarto grado, no es una
cosa sencilla y para resolver una ecuaci�on de quinto grado o mayor no existe
un m�etodo anal��tico para encontrar una soluci�on. Sin embargo, mediante un
an�alisis gr�a�co se puede saber a priori si alguna ecuaci�on de ese tipo tiene
ra��ces o no, es decir puntos peri�odicos de periodon.

Por medio de una gr�a�ca, se puede saber si una ecuaci�on tiene soluciones
o no, en caso de la gr�a�ca de la �gura (2.23) corresponde a una funci�on de
cuarto grado la cual puede intersectar a la rectay = x, de cero hasta cuatro
veces, lo cual quiere decir que una funci�on de cuarto grado puede tener hasta
cuatro ra��ces reales y por lo tanto,f 2

c (x) puede tener hasta cuatro puntos
peri�odicos de periodo 2.
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f(x)= ax  + bx  +cx  + dx + e4 3 2

Figura 2.23: Una funci�on de cuarto grado puede llegar a tenerhasta cuatro
puntos �jos (puntos de intercci�on), es decir, puntos de periodo dos def c(x).

De igual forma, con la gr�a�ca de una funci�on de octavo gradof 3(x) =
x8 + ax6 + ::: en la gr�a�ca de la �gura (2.24) se puede observar quef 3(x)
puede intersectar a la rectay = x, de cero hasta ocho veces, lo cual quiere
decir quef 3

c (x) puede tener hasta ocho puntos peri�odicos de periodo 3, los
cuales corresponden a los puntos �jos de la ecuaci�on de octavo grado, que es
la soluci�on de la ecuaci�onf 3

c (x) = x.
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Figura 2.24: f (x) = ax8 + bx7 + cx6 + dx5 + ex4 + fx 3 + gx2 + hx + i : Una
funci�on de octavo grado puede llegar a tener hasta ocho puntos �jos �o puntos
peri�odicos.
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De�nici�on 16 Puntos peri�odicos repulsores

Sea f : R ! R, un punto x peri�odico de periodo n es repulsor si,
j(f n )0(x)j > 1. x es un punto de periodon repulsor de f (x), si y s�olo si,
x es un punto repulsor def n (x). Si f es continua, todos los puntosf x, f (x),
f 2(x), f n� 1(x)g son simult�aneamente repulsores.

De�nici�on 17 Puntos peri�odicos atractores

Sea f:R ! R, un punto peri�odico de periodon es atractor si,j(f n )0(x)j <
1. x es un punto de periodon atractor de f (x), si y s�olo si, x es un pun-
to atractor de f n (x). Si f (x) es continua, todos los puntosf x, f(x), f 2(x),
f n� 1(x)g son simult�aneamente atractores.

Ejemplo 6 �Orbitas periodicas atractoras

Sea la funci�onf c(x), con c = � 1, es decir,f � 1 = x2 � 1. Se puede mostrar
que tiene �orbitas peri�odicas de periodo dos en -1 y 0. Tambi�en que sus �orbitas
son atractoras y tiene cuatros puntos peri�odicos.

Para encontrar los puntos �jos y puntos peri�odicos, se tienenque resolver
las ecuaciones:

1. x2 � 1 = x (para encontrar los puntos �jos).

2. (x2 � 1)2 � 1 = x4 � 2x2 = x (para encontrar los puntos peri�odicos).

La primera ecuaci�on corresponde a una ecuaci�on cuadr�atica, que se puede
resolver, por medio de la f�ormula general,p� = � b�

p
b2 � 4c

2 , obteniendoP� y
P+ . Para resolver la segunda ecuaci�on que es una ecuaci�on de cuarto grado,
no es un caso simple, pero observando la gr�a�ca (2.25), se puedenobservar
los cuatro puntos peri�odicos que tiene; son los puntos de intersecci�on que
muestra la gr�a�ca.

Mediante el an�alisis gr�a�co, se puede observar e inferir el comportamiento
de los puntos peri�odicos, en la �gura (2.25) se observan las intersecciones que
corresponden a los puntos �jos y a los puntos peri�odicos. Las gr�a�cas que
corresponden a las funcionesf � 1 = x2 � 1, la cual tiene dos puntos �jos
P+

� = 1�
p

1+4
2 y f 2

� 1(x) = ( x2 � 1)2 � 1; que tiene cuatro puntos peri�odicos.
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Puntos fijos

Puntos periodicos'
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Figura 2.25: Los puntos de intersecci�on muestran los puntos �jos y puntos
peri�odicos. La intersecci�on de las gr�a�cas de las funciones f (x) = x (l��nea
recta inclinada a 45 grados) yf (x) = x2 � 1 (par�abola), muestra los dos
puntos �jos. La intersecci�on de las gr�a�cas de las funcionesf (x) = x y
f (x) = ( x2 � 1)2 � 1 = f 2

� 1 muestra los cuatro puntos peri�odicos.
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Figura 2.26: �Orbitas peri�odicas de periodo dos de la funci�onf � 1 = x2 � 1;
mediante el analisis gr�a�co. Las �orbitas de� 1 y el 0 son �orbitas peri�odicas y
las �orbitas que se encuentran entre los puntosP� y P+ oscilan entre� 1 y 0.
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En la gr�a�ca de la �gura (2.26), se muestran la tendencias de los puntos
que conforman las �orbitas parax0, y se observa que si el valor absoluto dex0

es mayor al punto �jo mayor (lado derecho)jx0j > P + entonces las �orbitas
tienden al in�nito. Pero las �orbitas que se encuentran entrelos puntos �jos
P� (lado izquierdo) y P+ , oscilan entre� 1 y 0. Dentro de los cuatro puntos
peri�odicos est�an el � 1, el 0 y 1�

p
1+4

2 pero el� 1 y el 0 tienen la peculiaridad
de quef (� 1) = 0 y f (0) = � 1, lo cual quiere decir, que las �orbitas del� 1 y
0 son �orbitas peri�odicas u �orbitas c��clicas de periodo dos.

Del an�alisis gr�a�co, se pueden inferir los comportamientosde las �orbitas,
pero eso no es su�ciente para a�rmar que se cumple para cualquiervalor
que se le asigne al par�ametroc. Formalmente en t�erminos matem�aticos, pa-
ra a�rmar dicho comportamiento, se tendr��a que realizar la demostraci�on
matem�atica correspondiente.

De acuerdo con la de�nici�on de punto peri�odico y de �orbita peri�odica, las
�orbitas de segundo periodo solamente pueden ser los conjuntosformados por
f x0, f c(x0)g (el conjunto solamente contienen dos elementos), es decir, �orbita
peri�odica de periodo 2, an�alogamente la �orbita peri�odica de tercer periodo
es el conjunto:f x0, f c(x0), f 2

c (x0)g, (la �orbita de tercer periodo solamente
contiene tres elementos). La �orbita peri�odica def n

c esta formada por el con-
junto de puntos: f x0, f c(x0), f 2

c (x0); :::f n� 1
c (x0)g, donden = 1; 2; 3; 4; etc es

un n�umero entero positivo tambi�en se cumple que: cada punto de la �orbita es
un punto peri�odico, y el conjunto que forma la �orbita contienen elementos.

Ejemplo 7 �Orbitas peri�odicas
A continuaci�on se muestran dos ejemplos de �orbitas peri�odicas; los dos

se muestran gr�a�camente (�guras 2.27 y 2.28). Tambi�en se muestran en el
cuadro (2.4) algunos datos, los cuales fueron obtenidos realizando los c�alculos
con ayuda de la computadora, los datos corresponde a los puntos que con-
forman las �orbitas, es decir, que los puntos de las �orbitas semuestran en el
cuadro (2.4). En las gr�a�cas de las �guras (2.27 y 2.28) se muestra la tenden-
cia de la �orbita peri�odica de periodo dos formada por el conjunto siguiente:
f -0.661894977, -0.661895037g. La �orbita se obtiene de la ecuaci�on cuadr�atica
cuandoc = � 1;1, es decir,f � 1;1(x), y la �orbita peri�odica de periodo cuatro
cuandoc = � 1;3, f 0.241619542, -1.24161994, 0.241620138, -1.24161971g, es
decir, def � 1;3(x), respectivamente.
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-0.661895037
-0.661894977

Figura 2.27: �Orbita peri�odica cuando c=1.1 y x0 = � 0.661894977.
O= f -0.661894977, -0.661895037g

-1.3

0.241619542

0.241620138-1.24161971
-1.24161994

Figura 2.28: �Orbita peri�odica cuando c=1.3 y x0 = 0.241619542.
O= f 0.241619542, -1.24161994, 0.241620138, -1.24161971g
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Para estimar las �orbitas peri�odicas def c(x), es muy necesaria la ayuda
de la computadora, mediante un programa computacional que realice los
c�alculos (ver el ap�endice C p�agina 91 ), los datos que se muestran en el cuadro
(2.4) fueron encontrado por el programa que se encuentra en elap�endice C.

De acuerdo con la teor��a que se ha venido mencionando, para obtener
los puntos especiales, necesariamente se tendr��an que resolverecuaciones de
quinto grado y como ya tambi�en se mencion�o es muy complicado. Para re-
solver ecuaciones de quinto grado y mayores se debe hacer mediante una
t�ecnica de aproximaci�on; los datos que se presentan en el cuadro (2.4), son
aproximaciones num�ericas de los puntos de las �orbitas.

En el cuadro (2.4), se resaltan los puntos peri�odicos. El programa num�eri-
co que se uso, para obtener los daros del cuadro utiliza una de las t�ecnicas
m�as conocidas para aproximar las ra��ces, (ver el ap�endiceC en la p�agina 91).
El programa encuentra los puntos peri�odicos y cuando encuentra un punto
peri�odico, entonces realiza los c�alculos para encontrarlos puntos de la �orbita.

Ejemplo 8 Puntos peri�odicos
Supongamos que el programa encuentra un punto peri�odico deperiodo 2

(ver la �gura 2.27), donde el punto peri�odico esx0 = � 0.661894977, entonces
el programa procede a encontrar los puntos de la �orbita peri�odica, que en
este caso, es un conjunto de dos elementos distintos, es decir, la�orbita: f
-0.661894977, -0.661895037g de igual forma para el caso de la �gura 2.28 el
programa encuentra un punto peri�odico de cuarto peri�odico x0 = 0.241619542
y el programa calcula la �orbita f 0.241619542, -1.24161994, 0.241620138, -
1.24161971g .3.

3Los datos que se encuentran en el cuadro (2.4) se pueden con�rma reproduciendo
reproduciendo el programa computacional que se encuentra en el ap�endice B en la pagina
89
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n f n
c c=-1.1 f n

c c = � 1;3 f n
c c = � 1;38

x0 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
1 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
2 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
3 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
4 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
5 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
6 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
7 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
8 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
9 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
10 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
11 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
12 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
13 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
14 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
15 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
16 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
17 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
18 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
19 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
20 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
21 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
22 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
23 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
24 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
25 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
26 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
27 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
28 -0.661894977 0.241619542 0.293725342
29 -0.661895037 -1.24161994 -1.29372537
30 -0.661894977 0.241620138 0.293725342
31 -0.661895037 -1.24161971 -1.29372537
32 -0.661894977 0.241619542 0.293725342

Cuadro 2.4: Puntos de las �orbitas. Los puntos que resaltan son puntos pe-
ri�odicos.



44 CAP�ITULO 2. DIN �AMICA DE LA FUNCI �ON CUADR �ATICA



Cap��tulo 3

Diagrama de bifurcaci�on

En el estudio del sistema din�amicof c(x) = x2 + c existen, varias di�cul-
tades, tanto gr�a�cas como anal��ticas. Estas comienzan cuando se requieren
calcular las iteraciones (�orbitas) de la funci�on para algunos valores dec. Asi-
mismo, para obtener los puntos peri�odicos, muchas veces el sistema din�amico
se vuelve sumamente complicado, ya que para realizar un estudiocompleto
se tienen que analizar todas las �orbitas para un cierto intervalo de puntos
para observar qu�e es lo que pasa ah��, es decir que tipo de �orbitas se producen
para cada valor diferente dec. Como ya se mencion�o antes, esto requiere de
mucho trabajo, pero que con ayuda de las computadoras se puedeminimizar,
al implementar un programa computacional. Una manera cl�asica de estudiar
las �orbitas, al menos de forma intuitiva es: Dado un valor parax0, en este
caso se ha tomado elx0 = 0, se itera la funci�on f n

c (x0), n-veces (n=1, 2,
3, 4, 5, etc.); es decir la �orbita del ceroO(0), y tambi�en se varia el valor
de c en un cierto intervalo; en este caso de 0;25 a � 2. Si los puntos forman
una �orbita atractora, es decir, que no tienda al in�nito, entonces los puntos
obtenidos de las iteraciones se gra�can en un sistema de ejes coordenados;
en 2 dimensiones, en donde el eje horizontal representa el valorde c y en
el eje vertical los valores de los puntos de las �orbitas. En elap�endice D en
la pagina 93, se muestra un programa que calcula los puntos de las �orbitas
(atractoras) del cero, y estos puntos reproducen la �gura (3.1); las �orbitas
del cero cuando se var��a el par�ametroc, y se deja �jo a x0 = 0. A la �gura
(3.1) se lellama diagrama de bifurcaci�on , y en este caso, las condiciones
que se utilizaron para llevar acabo la gr�a�ca son:f c(x0) = x2 + c con x0 = 0,
y variando a c desdec = 1

4, hasta c = � 2. De hecho, se obtiene la misma
gr�a�ca para alg�un x0 en el intervalo (0; 1).

45
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Diagrama de bifurcaci�on.
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Figura 3.1: Esta �gura corresponde a la gr�a�ca formada por lospuntos de
las �orbitas atractoras (eje " y ") de f c(x) = x2 + c, con x0 = 0; contra el
par�ametro c (eje " x ") de � 2 < c < 1

4.
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3.1. An�alisis para � 2 < c < 1
4

Para empezar a entender la informaci�on que provee el diagrama de bifur-
caci�on, es necesario, recordar el comportamiento de las �orbitas del sistema
din�amico de la funci�on cuadr�atica. Mediante el an�alisis gr�a�co, se pudo ob-
servar que las �orbitas son muy variables, y parac, mayor que 1

4, todas las
�orbitas tienden al in�nito. Es por ello, que en el diagrama de bifurcaci�on no
aparecen estos puntos. Pero, para los valores dec que se encuentran entre -2
y 1

4, las �orbitas tienden a diferentes puntos, dependiendo del valor de c. Es
aqu�� donde se reproduce el diagrama de bifurcaci�on (3.2), cuando se calculan
las �orbitas de la funci�on cuadr�atica y donde c toma valores del intervalo de
-2 a 1

4. Para los valores dec < � 2, tanto en el an�alisis gr�a�co, como num�eri-
camente o en el diagrama de bifurcaci�on aparecen, muchas di�cultades para
calcular los puntos importantes del sistema. En este caso, la din�amica es
mucho m�as complicada y no se dir�a mucho al respecto, porque requiere de
matem�aticas m�as avanzadas.

Figura 3.2: Diagrama de bifurcaci�on.
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En el diagrama de bifurcaci�on, se observa un patr�on de comportamiento
muy especial. Para algunos valores del par�ametroc la gr�a�ca se va separando
en dos partes, y esto tiene que ver con los puntos peri�odicos def n

c (x) ([4]);
pues los puntos gra�cados en el diagrama de bifurcaci�on, sonlos puntos
peri�odicos atractores, como se muestra a continuaci�on en el an�alisis de � 3

4 <
c < 1

4.
Anal��ticamente, para el caso cuando� 3

4 < c < 1
4, c 6= 0, donde la �orbita

tiene dos puntos �jos (P� = 1�
p

1� 4c
2 y f 0(x) = 2 x), se puede veri�car

f�acilmente que:

Si c = � 3
4 ; entoncesP+ = 3

2

P+ =
1 +

p
4

2
=

3
2

:

Si c = 1
4 ; entonces:P+ = 1

2

P+ =
1 +

p
0

2
=

1
2

:

Por lo cual, si � 3
4 < c < 1

4, entonces,

1
2

< P + <
3
2

;

a dem�as
1 < 2P+ < 3;

y comof 0(x) = 2 x
1 < jf 0

c(P+ )j < 3;

por lo tanto,

jf 0
c(P+ )j > 1 si

1
2

< P + <
3
2

: (3.1)

Por otro lado:

Si c = � 3
4 ; entoncesP� = � 1

2

P� =
1 �

p
4

2
= �

1
2

:

Si c = 1
4 ; entoncesP� = 1

2

P� =
1 +

p
0

2
=

1
2

:
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Por lo cual,

�
1
2

< P � <
1
2

;

entonces

� 1 < 2P+ < 1;

� 1 < jf 0
c(P+ )j < 1;

por lo tanto,

jf 0
c(P� )j < 1 si �

1
2

< P � <
1
2

: (3.2)

Recordando la de�nici�on de punto peri�odico atractor (de�nici�on 2.4), en el
intervalo (� 1

2; 3
2) los puntos tienden al punto peri�odico atractor (ver 3.1 y

3.2).

Si c < � 3
4, entoncesP+ > 3

2

P+ >
1 +

p
4

2
=

3
2

:

Por lo tanto,

jf 0
c(P+ )j > 1 si P+ >

3
2

: (3.3)

Entonces parac < � 3
4, los puntos tienden a un punto peri�odico repelente.

Notar que para todoc < 1
4, si x 2 (� P+ ; P+ ), y � 3

4 < c < 1
4 entonces

f n
c (x) ! P� :

Si jxj > P + , entonces

f n
c (x) ! 1 :

Por esta raz�on, en el diagrama de bifurcaci�on solamente aparecen los
puntos de las iteraciones cuando los puntos de la �orbita tiende al punto P� :

Para entender el comportamiento del diagrama de bifurcaci�on, tambi�en
es �util, analizar las gr�a�cas de las funciones def c(x0) y f n

c (x0) y sus puntos
peri�odicos, ya que el n�umero de puntos peri�odicos de periodo n depende
directamente del par�ametroc. Haciendo el an�alisis, la primera bifurcaci�on de
f c(x0) aparece para cuandoc = 1

4, donde se determina que la gr�a�caf (x) = x,
es tangente a la gr�a�ca def c(x) en el puntox0 = 1

2, es ah�� dondef c(x0) tiene
un punto �jo, y aparece el primer punto en el diagrama de bifurcaci�on e
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inmediatamente despu�es cuandoc < 1
4, f c(x0) tiene dos puntos �jos P� (son

las ra��ces de la ecuaci�onf c(x) = x), un punto atractor por la izquierda (P� ) y
otro repulsor por la derecha(P+ ), a esta bifurcaci�on se le llamabifurcaci�on
de nodo-silla , �gura (3.3), del an�alisis gr�a�co tambi�en se observa que para
todo c < 1

4 , si jxj > P + , f n
c (x) ! 1 . Estas razones indican que la din�amica

interesante def c(x0) ocurre en el intervaloI c dado por (-P+ ; P+ ).

x

y

x

y

x

y

Figura 3.3: Bifurcaci�on de nodo-silla.

En las gr�a�cas de la �gura (3.4), donde f n (x) vara a c desde1
4 hasta � 3

4,
se muestra quef c(x) puede tener de cero hasta dos puntos �jos �unicamente,
dependiendo del valor que se le otorgue ac. Tambi�en muestra que los puntos
peri�odicos def n

c (x) pueden llegar �unicamente a ser de periodo 2, sin importar
el valor den. Por lo cual, se puede deducir, que en el intervalo� 3

4 < c < 1
4

existe un punto peri�odico atractor de periodon. As��, el diagrama de bifur-
caci�on, �unicamente gra�ca a ese punto en ese intervalo (ver �gura 3.4), el
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punto �jo P+ (derecha) y el punto �jo P� (izquierda). Observando el an�alisis
gr�a�co (secci�on 2.1) y el diagrama de bifurcaci�on (�gura 3.2), las �orbitas que
se encuentran entre� 3

4 < c < 1
4, tienden al punto P� y por tal motivo,

solamente aparece una curva en este intervalo.

f(x)

c= 0.25

2 3 nf    (x) f   (x) f   (x)

c=0

c=-0.75

Figura 3.4: Comportamiento def c y f n
c con � 3

4 < c < 1
4 .

La siguiente bifurcaci�on def c ocurre cuandoc = � 3
4 (ver �gura 3.2), en

donde los puntos tienden al punto �jo neutroP� , pues (f 0
c(x) = 2 x) y

f 0
c(P� ) = � 1; P� = �

1
2

;

entonces
jf 0

c(P� )j = 1:
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mientras queP+ es un punto peri�odico repelente.

jf 0
c(P+ )j > 1 P+ =

3
2

:

As��, P� es un punto �jo neutro. Adem�as, todas las �orbitas de los puntos
en el intervalo (-P+ ; P+ ) tiende a P� .

Para el intervalo, � 5
4 < c < � 3

4, f n
c (x) las gr�a�cas muestran que se tienen

de dos a cuatro puntos �jos (�gura 3.5) y porque depende tantodel valor de
n, como el valor dec, se espera que la curva del intervalo� 3

4 < c < � 1
4; se

parta en dos, como se puede ver en el diagrama de bifurcaci�on..

f(x)
2 3 nf    (x) f   (x) f   (x)

c=-1

c=-1.25

c= 4/5

Figura 3.5: Bifurcaci�on de doble periodo.
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3.2. Doblamiento del periodo

Mediante la observaci�on del diagrama de bifurcaci�on, se pueden inferir
ciertos comportamientos, algunos de los cuales se pueden comprobar anal��ti-
camente, existen tambi�en comportamientos del diagrama queno se pueden
inferir f�acilmente, tal es el caso, de cuandoc pasa a trav�es de� 3

4, donde
ocurren dos cosas, la primera es que el punto �joP� se vuelve repelente para
c < � 3

4 y la segunda es que, una nueva �orbita peri�odica de periodo 2 aparece,
para cuando� 5

4 < c < � 3
4, esta �orbita peri�odica es atractora. Es f�acil ver,

mediante una gr�a�ca de f 2
c (x) este comportamiento, �gura (3.6).

C = - 0.75                   C = -1                            C = -1.25                       

x

y

x

y

x

y

Figura 3.6: Cuandoc pasa de� 3
4 a � 5

4, aparece una nueva �orbita de periodo
dos.

Cuando el punto �jo P� se vuelve repelente y aparece una nueva �orbita
peri�odica, se dice que ha doblado el periodo. Se puede repetir el proceso para
f n

c (x), y se va observando el mismo patr�on de comportamiento, por ejemplo,
con f 4

c (x) y c = � 1;5, �gura (3.7), donde una �orbita de periodo 4 dobla su
periodo, produciendo un nuevo punto atractor de periodo 8. Continuando de
la misma forma, se esperar una sucesi�on de valores dec0, c1, c2, c3, ..., en los
cualesf n

c dobla su periodo, bifurc�andose y apareciendo una nueva �orbita de
periodo 2n .
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En la �gura (3.7), se puede observar que aparecenr�eplicas de f c(x) en

los recuadros. Es una forma de saber como aparecen nuevos puntos �jos,

puntos peri�odicos, etc.; y tambi�en para notar que para ciertos valores dec

el periodo se dobla. Una pregunta natural en este punto es >Qu�e pasa en el

l��mite de esta sucesi�on de doblar el periodo? Antes de intentarresponder a

esta pregunta es conveniente responder primero al cuestionamiento >Cu�antos

puntos peri�odicos tienef c(x), cuando c = � 2? Ya que en el diagrama no se

ve este comportamiento, del diagrama s�� se puede concluir quepara c = 1
4

empieza y que para� 3
4 < c < 1

4, las �orbitas de f c(x) tienden a un �unico punto

peri�odico, para c = � 3
4 ocurre una bifurcaci�on y que de� 5

4 < c < � 3
4 los

puntos de la �orbita tienden a dos puntos peri�odicos, pero elcomportamiento

de los puntos peri�odicos de� 2 < c < � 5
4 , es complicado analizarlo porque

cada �orbita di�ere mucho, para puntos muy cercanos.

Figura 3.7: Cuandoc = � 1.5 f 4
c (x), dobla su periodo.
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c=-2f

c c

c
3

2

2-1 0-2 -2 2

2

-2

2

-2

2

-2

-2 2 -2 2

a)
b)

c) d)

c=-2 ff

f
n
c

Figura 3.8: Las gr�a�cas tienen exactamente 2n puntos �jos (intersecciones)
para cadan cuandoc = � 2.

3.3. An�alisis para c = � 2

N�otese que los puntos �jos def c(x) cuando c = � 2 (�gura 3.8), son 2
y � 1, y que f (0) = � 2 (�gura 3.8 inciso (a)), f 2

� 2(0) = 2 (�gura 3.8 inciso
(b)), es decir, que el 0 es un punto eventualmente �jo yf � 2 mapea los sub-
intervalos [� 2; 0] y [0; 2], sobre el intervalo [� 2; 2]. Esto es,f � 2 dobla I c sobre
�el mismo dos veces. En consecuencia,f 2

� 2 dobla I � 2 sobre �el mismo 4 veces.
En la �gura (3.8) se muestran varias gr�a�cas def n

� 2, donde se puede observar
que las gr�a�cas def n

� 2, tienen exactamente 2n puntos �jos para cadan. En
los cuadros (3.2, 3.3) y en las gr�a�cas de la �gura (3.8), tambi�en se muestran
los puntos que se van repitiendo; es decir, los puntos que tienen en com�un
f n , con f n� i , i = 1; 2; n � 1 (anteriores). Esto quiere decir que cuando el
valor dec disminuye hasta� 2, el n�umero de puntos peri�odicos se incrementa
notoriamente.

Por ejemplo, seaf 5
� 2, la cual tiene 32 puntos �jos, dos de estos sonP� y

30 puntos peri�odicos de periodo 5 ver el cuadro (3.1), y 6 �orbitas peri�odicas,
un cuadro similar se encuentra en por ejemplo, [12].
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f(f(f(f(f(x)))))

f(f(f(x))

f(f(f(f(x))))

f](x)

f(f(x))

4

8
puntos fijos

2
puntos
periodicos

2

2
puntos

periodicos

6
puntos

periodicos

puntos
12

periodicos
puntos fijos

16

puntos fijos

32 puntos
periodicos

30

Figura 3.9: Gr�a�cas de f n
c (x0), que muestran 2n puntos �jos para cadan.
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n f 2 ( x ) f 2
2 ( x ) f 3

2 ( x ) f 4
2 ( x ) f 5

2 ( x ) f 6
2 ( x ) f 7

2 ( x ) f 8
2 ( x ) f 9

2 ( x )

1 2 2 2 2 p+
� 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
3 6 6 6
4 12 12
5 30
6 56
7 126
8 240
9 504

Total
de 2 4 8 16 32 64 128 256 512

puntos
�jos

Cuadro 3.1: Los n�umeros de la diagonal, representan los puntos peri�odicos
de f n

c (x).

El cuadro (3.1) muestra los puntos �jos que tienef n
c (x), n =1, 2, 3, 4, 5,

6, 7, 8 y 9 (2n �ultima �la), los puntos peri�odicos (n�umeros de la diagonal),
los puntos que tienen en com�unf n

c (x) con f n� i
c (x) i =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

y 8, el cuadro se construye a partir de los datos que se encuentranen los
cuadros (3.2 y 3.3) las ra��ces def n

c (x), de los cuadros se pueden calcular
aproximadamente, usando un software simb�olico llamado " Maxima ". Una
tabla similar puede encontrarse en ([12]). Los datos del cuadro para f 9

c (x) se
calculan de la siguiente manera:

Los puntos �jos de f 2(x), se repiten para cualquierf n
c (x).

Los puntos peri�odicos def 2
2 (x), se repiten paraf n

c (x), s�olo si n es par.

Los puntos peri�odicos def 3
2 (x), se repiten para todos los m�ultiplos de

n = 3.

Los puntos peri�odicos def 4
2 (x), se repiten para todos los m�ultiplos de

n = 4.

Por lo tanto, para f 9
c (x) si tiene 29 puntos �jos, de los cuales 2, coinciden

con los def 2
2 (x) y 6, son los mismos que los puntos peri�odicos def 3

2 (x), pues
9 es m�ultiplo de 3, por lo tanto, el n�umero de puntos peri�odicos def 9

c (x) son
29 � 2 � 6 = 504. Los cuadros (3.2) y (3.3) muestran todos los puntos �jos
de f n

c (x) para cuandon = 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 y c = � 2, los n�umeros que se
remarcan, son los puntos que hay en com�un entref n y f n� i .
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x n f ( x ) = x f 2 ( x ) = x f 3 ( x ) = x f 4 ( x ) = x f 5 ( x ) = x f 6 ( x ) = x f 7
2 ( x ) x n f 7

2 ( x )
x 1 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 x 65 0.50587
x 2 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 x 66 -0.51365
x 3 0.61803 -1.8794 0.61803 -0.50131 0.61803 1.0419 x 67 -1.0566
x 4 -1.618 0.34730 -1.618 1.0579 -1.618 -0.26709 x 68 -1.0831
x 5 1.5321 -0.54733 -0.28463 -1.8794 0.27127 x 69 1.0983
x 6 -0.44504 1.3383 1.1601 0.34730 -0.55284 x 70 0.56131
x 7 x 7 -1.8019 0.18454 0.30286 1.5321 1.1238 x 71 -1.1393
x 8 1.2470 1.478 -1.2242 -0.44504 -7.3044 � 10 � 2 x 72 -1.1637
x 9 -1.2053 -0.65414 -1.8019 7.4194 � 10 � 2 x 73 1.1796
x 10 -0.20906 -1.3097 1.2470 0.59948 x 74 1.2030
x 11 -1.7004 1.3779 1.9603 -1.2192 x 75 -1.2415
x 12 0.89148 0.69461 0.97197 1.2580 x 76 0.31527
x 13 1.8271 1.4475 -1.9419 1.2793 x 77 -0.32020
x 14 1.8649 -1.5175 -1.9382 -0.64576 x 78 -1.2961
x 15 -1.9563 9.5164 � 10 � 2 0.24107 0.65555 x 79 -1.3164
x 16 -1.9659 -1.5721 1.9165 1.3527 x 80 -0.17027
x 17 -0.10130 1.9111 -1.3698 x 81 0.69166
x 18 1.6415 1.3965 0.17294 x 82 -1.3881
x 19 0.83083 -1.9977 -0.70209 x 83 1.4054
x 20 1.6825 -1.362 1.4228 x 84 -1.4402
x 21 -1.7487 -0.33671 -0.36327 x 85 -1.4566
x 22 -0.88079 -1.3234 1.4741 x 86 -0.73715
x 23 -1.7777 1.2897 0.36893 x 87 1.4895
x 24 1.8379 0.63697 -1.5071 x 88 -1.5216
x 25 1.8567 1.9627 1.5391 x 89 1.5528
x 26 0.47152 -1.9975 2.4353 � 10 � 2 x 90 0.74819
x 27 -1.9083 -1.2143 0.78221 x 91 -1.5703
x 28 -1.9190 0.14946 -2.4736 � 10 � 2 x 92 -1.5830
x 29 1.9591 -1.1675 -0.79384 x 93 1.6004
x 30 1.9639 -0.14487 1.6123 x 94 -1.6296
x 31 -1.9897 1.1361 -1.6406 x 95 0.41106
x 32 -1.9909 1.0851 -0.8268 x 96 1.6578
x 33 0.54168 1.6680 x 97 -0.41744
x 34 -1.0553 0.839 x 98 -1.6849
x 35 -0.52541 -1.6944 x 99 1.7111
x 36 -0.70921 1.7197 x 100 -1.7362
x 37 1.4312 0.8709 x 101 -1.7441
x 38 0.73068 0.21874 x 102 1.7602
x 39 -1.4661 1.7674 x 103 -0.22217
x 40 -1.497 -1.7831 x 104 -1.7897
x 41 1.9907 1.8050 x 105 1.8109
x 42 4.8327 � 10 � 2 -1.8257 x 106 -0.88365
x 43 1.5593 -0.91448 x 107 -1.831
x 44 -1.5943 -0.45860 x 108 1.8454
x 45 -4.9861 � 10 � 2 1.8501 x 109 0.92776
x 46 0.79873 0.46569 x 110 -1.8639
x 47 1.9901 -1.868 x 111 1.8813
x 48 -0.82257 1.8849 x 112 0.12169
x 49 1.6525 -1.8975 x 113 -1.9006
x 50 1.6729 1.9125 x 114 0.95753
x 51 -1.8866 1.9152 x 115 -1.9264
x 52 -1.9777 -1.9287 x 116 1.9391
x 53 1.8523 1.9410 x 117 -0.9713
x 54 1.8430 -1.9506 x 118 -1.9522
x 55 0.91242 1.9610 x 119 1.9622
x 56 -1.8137 -1.9701 x 120 -1.971
x 57 1.979 -0.12361 x 121 1.9976
x 58 -0.24869 1.978 x 122 1.9787
x 59 -0.88638 -1.9847 x 123 -1.9852
x 60 1.7709 .9902 x 124 1.9905
x 61 1.7564 -1.9945 x 125 -1.9947
x 62 0.43157 1.9976 x 126 -1.9994
x 63 -1.7239 -1.9994 x 127 10142
x 64 -1.7066 -0.60862 x 128 1.3334

Cuadro 3.2: Ra��ces def n
c (x) = x; n = 1; 2; 3; : : : 7
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x n f 8
2 ( x ) x n f 8

2 ( x ) x n f 8
2 ( x ) x n f 8

2 ( x )
x 1 -1.0 x 65 0.52359 x 129 -1.0141 x 193 1.0213
x 2 2.0 x 66 -1.0559 x 130 1.0633 x 194 -0.13436
x 3 0.61803 x 67 0.13542 x 131 -1.0841 x 195 3.6958 � 10 � 2

x 4 -1.618 x 68 1.1175 x 132 -1.0971 x 196 1.1047
x 5 -0.54733 x 69 -0.28023 x 133 -1.1252 x 197 0.28241
x 6 1.3383 x 70 -1.1377 x 134 0.57098 x 198 1.1455
x 7 0.18454 x 71 -1.1656 x 135 -0.03667 x 199 -1.1775
x 8 1.478 x 72 -0.59455 x 136 1.1972 x 200 8.6213 � 10 � 2

x 9 -0.20906 x 73 -0.30678 x 137 1.236 x 201 1.0766,
x 10 -1.7004 x 74 1.2634 x 138 0.15875 x 202 0.63661
x 11 0.89148 x 75 -1.2824 x 139 -0.64142 x 203 -1.2928
x 12 1.8271 x 76 1.3114 x 140 -0.32855 x 204 -0.65973
x 13 1.8649 x 77 0.33111 x 141 0.66471 x 205 -1.3298
x 14 -1.9563 x 78 1.3479 x 142 -1.3565 x 206 0.68276
x 15 -1.9659 x 79 -8.5543 � 10 � 2 x 143 1.3745 x 207 -0.68790
x 16 -1.2053 x 80 1.3836 x 144 -1.3923 x 208 -1.4012
x 17 0.35265 x 811 -0.70569 x 145 1.4185 x 209 0.256
x 18 -0.25800 x 82 1.0351 x 146 -0.51961 x 210 -1.0424
x 19 -0.35538 x 83 0.71098 x 147 -1.4272 x 211 -1.4357
x 20 1.4444 x 84 1.4526 x 148 0.72851 x 212 -1.4613
x 21 -0.1831 x 85 -0.73396 x 149 -1.4693 x 213 1.1577
x 22 1.1855 x 86 1.4857 x 150 -1.4945 x 214 -1.5020
x 23 -0.75123 x 87 -0.37668 x 151 1.5108 x 215 0.75682
x 24 1.518 x 88 0.3796 x 152 -1.5268 x 216 -1.5338
x 25 1.5426 x 89 0.77383 x 153 1.5494 x 217 -1.5582
x 26 -0.77957 x 90 1.2224 � 10 � 2 x 154 -1.5648 x 218 1.5735
x 27 -1.2320 � 10 � 2 x 91 1.5799 x 155 -1.5886 x 219 -0.79631
x 28 0.40067 x 92 1.6034 x 156 0.8022 x 220 1.6094
x 29 0.54318 x 93 -1.6238 x 157 1.6324 x 221 0.81868
x 30 1.6379 x 94 -1.6465 x 158 -0.82471 x 222 -1.6518
x 31 0.20744 x 95 1.6604 x 159 1.6655 x 223 -0.61338
x 32 -1.6740 x 96 -1.6789 x 160 -0.84093 x 224 1.6873
x 33 1.6921 x 97 0.84710 x 161 -0.42459 x 225 -1.2552
x 34 -1.7050 x 98 0.42787 x 162 1.7133 x 226 1.7176
x 35 -1.7259 x 99 0.86304 x 163 -1.73 x 227 1.7382
x 36 -0.86935 x 100 1.7421 x 164 -1.7502 x 228 -1.754
x 37 0.10996 x 101 1.762 x 165 1.7656 x 229 -0.88503
x 38 -0.11082 x 102 -1.7735 x 166 -1.7770 x 230 -0.15999
x 39 1.7848 x 103 1.7881 x 167 0.44845 x 231 -1.7958
x 40 -1.7989 x 104 1.8065 x 168 -0.4519 x 232 1.8094
x 41 0.90689 x 105 -1.8169 x 169 -1.8197 x 233 -0.91347
x 42 1.3012 x 106 1.8297 x 170 -1.8370 x 234 -1.8395
x 43 1.8466 x 107 1.8489 x 171 -0.23174 x 235 -1.8559
x 44 -0.92861 x 108 -1.8581 x 172 -1.3198 x 236 1.867
x 45 0.23355 x 109 0.93532 x 173 -1.8737 x 237 -1.8756
x 46 1.8822 x 110 1.8840 x 174 -0.47224 x 238 -1.8904
x 47 -1.8921 x 111 1.8983 x 175 1.8998 x 239 0.95020
x 48 0.47587 x 112 -1.9059 x 176 -1.9073 x 240 1.9132
x 49 -0.95702 x 113 1.9145 x 177 -1.9202 x 241 -1.9215
x 50 1.9270 x 114 1.9281 x 178 -1.9334 x 242 -1.9345
x 51 1.9396 x 115 1.9405 x 179 -0.97164 x 243 -1.9455
x 52 -1.9463 x 116 1.951 x 180 1.9518 x 244 6.1111 � 10 � 2

x 53 -0.56666 x 117 -1.9570 x 181 0.97859 x 245 1.9613
x 54 1.9619 x 118 -1.3659 x 182 -1.9665 x 246 1.9703
x 55 1.9708 x 119 -0.06159 x 183 -1.9744 x 247 -1.9748
x 56 1.9782 x 120 1.9785 x 184 -1.9817 x 248 -1.9819
x 57 0.49596 x 121 1.9848 x 185 1.9851 x 249 0.99293
x 58 -1.9877 x 122 -1.9879 x 186 1.9903 x 250 1.9904
x 59 -1.9926 x 123 -1.9927 x 187 1.9945 x 251 1.9946
x 60 -1.9963 x 124 1.9976 x 188 1.9976 x 252 -1.9962
x 61 -1.9986 x 125 -1.9987 x 189 -0.49977 x 253 1.9994
x 62 1.9994 x 126 -1.9998 x 190 -1.9999 x 254 1.4099
x 63 0.59007 x 127 -1.2167 x 191 0.30441 x 255 1.2248
x 64 -1.2442 x 128 1.274 1 x 192 -1.5947 x 256 -0.40376

Cuadro 3.3: Ra��ces def n
c (x) = x; n = 8; 9
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En conclusi�on, lo que se puede inferir del an�alisis del diagrama de bifur-
caci�on (3.10):

El diagrama de bifurcaci�on comienza a ser visible enc = 1
4.

En el intervalo � 3
4 < c < 1

4, f c(0) tiene, �unicamente, un punto peri�odico
atractor.

En el intervalo � 5
4 < c < � 3

4, f c(0), tiene dos punto peri�odicos atrac-
tores.

Para c = � 2, f c(0), tiene una in�nidad de puntos peri�odicos.
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Figura 3.10: El diagrama de bifurcaci�on, esta formado por los puntos peri�odi-
cos atractores.



Cap��tulo 4

Autosimilaridad

Volviendo el caso cuando� 2 < c < � 5
4 y realizando un acercamiento

en el diagrama de bifurcaci�on, (ver la �gura (4.1)), se puedenotar que el
diagrama de bifurcaci�on se vuelve a "reproducir".

Figura 4.1: Autosimilaridad en el diagrama de bifurcaci�on.

61



62 CAP�ITULO 4. AUTOSIMILARIDAD

En los acercamientos, tambi�en se puede observar, muy claramente, que se
repite el patr�on de las bifurcaciones y el patr�on de las ventanas del diagrama.

���
���
���
���

��
��
��

��
��
��

Figura 4.2: Autosimilaridad en el diagrama de bifurcaci�on.

Al fen�omeno de autosimilaridad, como el que se reproduce a partir del
diagrama de bifurcaci�on, matem�aticamente se le llama fractal, pero: >Qu�e es
un fractal? . La de�nici�on de fractal, a�un no est�a del todo establecida,pero
la m�as aceptada por la ciencia es: Un cuerpo fractal es aquel que tiene la
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dimensi�on Topol�ogica estrictamente menor que su dimensi�on de Haussdorf-
Besucovic (dimensi�on fractal) ([8]). Una de�nici�on m�as int uitiva, puede enun-
ciarse como: Un fractal es un ente geom�etrico in�nito. Para entender la de�ni-
ci�on de fractal, a profundidad, es necesario, del conocimiento de matem�aticas
m�as avanzadas y escapa al alcance y los objetivos del presentetrabajo. Pero
esto no impide, que se pueda tener como acercamiento inicial, con un trata-
miento intuitivo y mencionar en forma general que los fractales tambi�en se
encuentra en la naturaleza (�gura 4.4), mucha gente se dedicaa estudiarlos
para trata reproducirlos mediante un simulador, otras personas tratan a los
fractales como un arte.

Figura 4.3: Autosimilaridad de una hoja de helecho y fractalesque se pue-
den incontrar en internet, tanto generados por un algoritmomatem�atico o
simplemente que se encuentran en la naturaleza.
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Figura 4.4: Fractales encontrados en internet.

4.1. Familia cuadr�atica de dimensi�on 2

En esta secci�on, se mostrar�an algunos fractales cl�asicos, los cuales son
consecuencia de estudiar sistemas din�amicos complejos. Antes demostrar los
fractales cl�asicos, se ponen a consideraci�on algunos de los conceptos b�asicos
de n�umeros complejos.

N�umeros complejos

Son n�umeros que se representan de la formaz = a + bi, donde a, b �
R (son n�umeros reales),i =

p
� 1 (se llama n�umero imaginario). Los

n�umeros complejos se representan en el plano complejo como puntos
de la formaa + bi = � (cos� + isen� ), donde � se le llama el m�odulo de
z y � argumento dez.

��
��
��

��
��
��

��

a

b (a+bi)

0

Figura 4.5: Representaci�on gra�ca de los n�umeros complejos.



4.1. FAMILIA CUADR �ATICA DE DIMENSI �ON 2 65

Suma de n�umeros complejos

La suma de n�umeros complejos se de�ne as��:

(a + bi) + ( c + di) = ( a + c) + ( b+ d)i
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Figura 4.6: Suma de n�umeros complejos.

Producto de n�umeros complejos

El producto de n�umeros complejos se de�ne como sigue:

(a + bi)(c + di) = (( ac� bd) + ( bc+ ad)i );

y en forma polar

(� (cos� + isen� ))( � 0(cos�0+ isen� 0)) = �� 0(cos(� + � 0) + isen(� + � 0):

Para multiplicar n�umeros complejos se multiplican sus m�odulos y se
suman sus argumentos.

Potencia de n�umeros complejos

Si z = a + bi = � (cos� + isen� ) entonces:

zn = ( a + bi)n = � n (cos(n� ) + isen(n� )) :
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Ra��ces de n�umeros complejos

Si z = a + bi = � (cos� + isen� ), entonces una de las ra��ces n-simas de
z es:

np
�
�
cos

�
n

+ isen
�
n

�
:

Existen n ra��ces n-simas de z de la forma:

np
�
�
cos

� �
n

+
2k�
n

�
+ isen

� �
n

+
2k�
n

��
k = 0; 1; 2; 3; :::n:

4.1.1. Sistemas din�amicos complejos

Dada f : C ! C y dado z0 � C, la f�ormula recursiva zn+1 = f (zn ) deter-
mina una sucesi�on de puntos. Esta sucesi�on es la�orbita positiva O+ (z0) de
z0. La de�nici�on de �orbita negativa se hace tomando todas las preim�agenes
se de�ne la �orbita negativa dez0 comoO� (z0) = f f k(z) = ( z0)jz0� Ck�N g.

Si zn = z0 para todo n�N , se dice quez0 es unpunto �jo .

Si zn = z0 para alg�un n�N se dice quez0 es unpunto peri�odico , y
la �orbita O+ (z0) es peri�odica o c��clica . El periodo de la �orbita es
el menorn con esta propiedad.z0 es n-peri�odico paraf , si y s�olo si, es
punto �jo de f n .

4.1.2. Conjunto de Mandelbrot

Si el an�alisis y c�alculos de los cap��tulos anteriores se hubiesen realizado
para la funci�on cuadr�atica compleja f : C ! C, f c(z0) = z2

0 + c; z0 = 0, c � C,
las gr�a�cas que se mostraran an�alogo al diagrama de bifurcaci�on, ser�an las
que se muestran en las �guras (4.7 y 4.8), las cuales representanel conjunto de
Mandelbrot. El conjunto de Mandelbrot se construye de la siguiente manera:
dado un z0 (en este casosz0 = 0) se itera f c(z0) para diferentes valoresc,
para el caso de la �guras de esta secci�on, el valor dec se toma, seleccionando
una malla rectangular de [� 2; 0.9]� [� 1.3,1.3] del plano complejo. Entonces,
para cada punto de la malla, se calcula la �orbita, hasta un cierto n�umero de
iteraciones, si la �orbita no se escapa, es decir, si su norma es menor que cierto
n�umero (en esta caso 2), el punto de la malla se pinta de color negro. De la
misma manera, para los puntos que se escapan, dependiendo de la iteraci�on
en la que se escape se les asigna un color (ver �guras 4.7 y 4.8).1.
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Figura 4.7: Conjunto de Mandelbrot.

Al igual que las gr�a�cas que se realizaron para la funci�on cuadr�atica con
n�umeros reales, aqu�� tambi�en las gr�a�cas que se reproducen con n�umeros
complejos son fractales, es decir, tienen la propiedad de autosimilaridad (ver
�gura 4.7). Las im�agenes tan hermosas generadas por un fractal, las podemos
observar gracias al uso de las computadoras, que son las que ayudan a calcular
los puntos de una forma mas r�apida y e�ciente, ya que para poder generar una
imagen de este estilo es necesario hacer muchos c�alculos. Cabe mencionar que
las im�agenes generadas por la computadora, no son propiamente fractales,
ya que los fractales son un conjunto de puntos in�nitos, y las computadoras
por poderosas que sean no podr�an hacer c�alculos in�nitas veces.

1El programa que muestra las gr�a�cas del conjunto de Mandelbrot (�guras 4.7 y 4.8),
se describe en los ap�endices (ver el ap�endice F p�agina 99)



68 CAP�ITULO 4. AUTOSIMILARIDAD

Figura 4.8: Conjunto de Mandelbrot, cambiando colores.

Figura 4.9: Conjunto de Mandelbrot, cambiando colores y haciendo acerca-
mientos.
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4.1.3. Conjunto de Julia

Ahora, estudiando el sistema din�amico complejof (z) = z2 + c y tomando
un n�umero �jo c complejo y variando az0, se obtiene elconjunto de Julia ,
para generar la gr�a�ca que representa el conjunto de Julia, setoma z0 en una
malla del plano complejo, se iteraf c(z) y dependiendo de la iteraci�on en que
se escape la �orbita, se le asigna un color. las �guras representanel conjunto
de Julia (4.10, 4.11).2

f 1;1(x)

Figura 4.10: Conjunto de Julia.

2El programa que reproduce las gr�a�cas del conjunto de Julia (�guras 4.10, 4.11),
est�a en los ap�endices (ver el ap�endice G en la pagina 103)
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Figura 4.11: Conjunto de Julia, cambiando colores.
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4.1.4. El m�etodo de Newton-Raphson

Figura 4.12: Newton-Rapshon

El m�etodo de Newton-Raphson, es uno de los m�etodos num�ericos m�as
conocidos y poderosos para la resoluci�on del problema de b�usqueda de ra��ces
de funciones, es decir, encontrar los valores dex, que satisfagan la ecua-
ci�on, f (x) = 0, dada una aproximaci�on inicial P0 mediante la sucesi�onf Png
de�nida por(ver por ejemplo, [1]):.

Pn = Pn� 1 �
f (Pn� 1)
f 0(Pn� 1)

n � 1

En el caso de la �gura (4.12), se re�ere a una funci�on complejaf (z) = z3 � 1,
cuyas ra��ces son:zr 1 = 1, zr 2 = � 1+ i

p
3

2 y zr 3 = � 1� i
p

3
2 , partiendo de un

z0 en el rect�angulo [� 2; 2] � [� 2; 2] se iteran veces, usando el m�etodo de
Newton-Raphson,zi = zi � 1 � f (zi � 1 )

f 0(zi � 1 ) , i = 1; 2; 3; : : : n. Si la sucesi�onf zng
converge a una de las tres ra��ces, el punto se pinta de un color en la gr�a�ca,
por ejemplo en la �gura (4.12) siz0 converge azr 1 , entoncesz0 se pinta de
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color rojo, pero siz0 converge azr 2 , entoncesz0 se pinta de color amarillo, y
si z0 converge azr 3 se pinta de color azul.

Figura 4.13: Newton-Raphson, cambiando colores

Pero como se muestra en la �gura (4.13), los colores se pueden cambiar,
obteniendo as�� estas hermosas �guras. El programa que realizalas aproxima-
ciones de las ra��ces, por medio del m�etodo de Newton-Raphson;para obtener
las gr�a�cas, se encuentra descrito, en los ap�endices (ver el ap�endice H en la
p�agina 107)
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4.1.5. M�etodo de la secante

El m�etodo de la secante es un m�etodo que se utiliza para aproximar ra��ces,
a partir de P0 y P1 mediante la sucesi�on de puntosf Png de�nida como (ver
por ejemplo, [1]) :

Pn = Pn� 1 �
f (Pn� 1)(Pn� 1 � Pn� 2)

f (Pn� 1) � f (Pn� 2)
:

Figura 4.14: M�etodo de la secante

La �gura (4.14), muestra los n�umerosz que mediante el m�etodo de la
secante est�an m�as cerca de las ra��ces de la funci�on compleja f (z) = z3 � 1,
cuyas ra��ces son:zr 1 = 1, zr 2 = � 1+ i

p
3

2 y zr 3 = � 1� i
p

3
2 , partiendo de z0 y

z0 se iteran veces la sucesi�onzn = zn� 1 � f (zn � 1 )( zn � 1 � zn � 2 )
f (zn � 1 )� f (zn � 2 ) , y de acuerdo al

criterio anterior (los puntos m�as cercanos azr ) se pintan de alg�un color en el
rect�angulo [� 2; 2] � [� 2; 2], en la �gura (4.14), sizn converge azr 1 , entonces
z0 se pinta de color rojo, pero sizn converge azr 2 , entoncesz0 se pinta de
color amarillo, y si zn converge azr 3 se pinta de color azul, (ver el ap�endice
I en la pagina 111).
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Figura 4.15: M�etodo de la secante, cambiando colores.

Figura 4.16: M�etodo de la secante, cambiando colores y acercamientos.
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Figura 4.17: FRACTALES
Estas �guras fueron generadas por el software libreXaoS
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Recomendaciones

Para la aplicaci�on de est�a propuesta, es conveniente que para la pre-
paraci�on de cada clase el facilitador revise con anticipaci�on cada resultado
de aprendizaje, con la �nalidad de precisar los materiales y equipo que se
utilizar�an y para enriquecer y puntualizar las actividades que se realizar�an.
Tambi�en es importante considerar el n�umero de estudiantes por grupo, tanto
por la cuestiones did�acticas y pedag�ogicas como la de los requerimientos. Un
promedio de 20 alumnos por grupo y una computadora a lo mas porcada 2
estudiantes, el caso ideal una computadora por estudiante. Los conocimien-
tos b�asicos sobre una computadora y programaci�on, el manejode software
elemental (hoja de calculo, procesador de texto y gra�cador).

Cabe precisar que el desarrollo de los contenidos se debe basar enla
estrategia did�actica propuesta por la subdirecci�on de educaci�on media supe-
rior y complementar con la experiencia vivencial de cada facilitador, con la
intenci�on de:

Impulsar la realizaci�on de la evaluaci�on diagn�ostica y de las evaluacio-
nes continuas y de competencia laboral.

Estimular el inter�es del alumno por el contenido que va a aprender a
trav�es de la contextualizaci�on de cada unidad y del elemento o compe-
tencia.

Promover actividades centradas en el aprendizaje para desarrollar los
contenidos establecidos en la unidad de competencia que se va adesa-
rrollar.

Dar seguridad al alumno promoviendo su participaci�on permanente,
en todo el proceso, a trav�es de impulsar la soluci�on de problemas, el
trabajo en equipo y la demostraci�on grupal.
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La aplicaci�on de la propuesta consiste en que los estudiantes reprogra-
men los algoritmos que se encuentran en las pr�acticas de esta propuesta
(ap�endices). Y la implementaci�on de la metodolog��a propuesta es un trabajo
a futuro.

Resultados Como resultado de este trabajo de tesis, se pone a disposici�on
el material did�actico que se presentan en las cuatro unidadesy los programas
computacionales en los ap�endices, los cuales se organizaronde acuerdo a la
secuencia de la teor��a de los cap��tulos anteriores.



Conclusiones

Se ha hecho una revisi�on documental, del tema de matem�aticas avan-
zadas "Sistemas din�amicos".

Se elabor�o material para un curso introductorio de sistemas din�amicos,
que puede ser impartido en un curso de temas selectos de matem�aticos
de nivel bachillerato o un curso inicial de matematicas a nivel superior.

El objetivo del material se centr�o en la b�usqueda de la motivaci�on de
los estudiantes, para el estudio de las matem�aticas.

Debido a que s�olo se requieren conocimientos de matem�aticasde ni-
vel bachillerato para abordar el material, se pretende que personas que
incursionan en otras �areas del conocimiento, lo puedan revisar sin ma-
yores di�cultades.

El material se ha elaborado usando aplicaciones del sistema operativo
Linux, para promover el uso del software libre en el contexto dela
educaci�on, tanto a nivel medio superior como superior y as��,evitar
las di�cultades econ�omicas de licencias al que obedecen lamayor��a de
software educativo, que corre en el sistema operativo Windows.

Como trabajo a futuro se plantea de manera natural la aplicaci�on de
la metodolog��a propuesta y la valoraci�on de su efectividad.Del mismo
modo, se pretende seguir con la promoci�on del uso del software libre
educativo para abordar temas espec���cos de nivel medio superior y
superior.

Por otra parte, el estudio, reconstrucci�on y programaci�on de los algo-
ritmos que sirven para generar las �guras que representan fractales, en
particular, la que considera el m�etodo de la secante, ha dado lugar a la
generaci�on de �guras, posiblemente asociadas a alg�un tipo defractal,
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poco o nada exploradas, por lo cual resultar��a interesante un estudio
exploratorio.



Parte I

Ap�endices
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Pr�acticas

Los programas computacionales realizados en el presente trabajo, se han
desarrollado usando software libre, en esta ocasi�on en el sistema operativo
Linux Ubuntu 7.0.4. pero se pueden adaptar a otra plataforma, como pudiese
ser la plataforma de Windows u otros. Todos los programas est�anescritos
en el lenguaje en Fortran. El compilador usado es el "gfortran" que compila
c�odigos escritos en Fortran 77, Fortran 90 y Fortran 95.

Para realizar las gr�a�cas se ha utilizado una librer��a de Fortran llamada
"PGPLOT".

Para hacer los c�alculos de los puntos �jos, mostrados en los cuadros (3.2
y 3.3) de la secci�on (3.3) se ha usado software de c�alculo simb�olico llamado
"Maxima", que corre en Linux y es parecido al "Mathematica" yal "Mapple"
a deferencia que el "Maxima" es parte del software libre y es totalmente
gratuito, los c�alculos simb�olicos pueden ser exportados enc�odigo compatible
para ser compilados en "Latex".
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A �Orbitas de la funci�on
cuadr�atica

Este es un programa que calcula las �orbitas def (x) = x2, para diferentes
x0.

program orbx2
implicit none
integer i,j,nc
parameter(nc=9)
real x,y,c,a

print*,'Dame el valor inicial de la �orbita'
read(*,*) a

x=a

do i=1,10

y=x**2
x=y

print*,i,x

end do

return
end

Programa que calcula las �orbitas def (x) = x2.
Este ap�endice contiene, una noci�on b�asica de como realizar y compilar los

programas num�ericos, que se utilizaron para obtener los datos que se muestran en
los cap��tulos anteriores, est�e programa se utiliz�o para calcular los puntos de las
�orbitas, es decir, los datos que contienen los cuadros (2.1, 2.2 y 2.3) para obtener
los puntos, y manejar adecuadamente el programa que se mostr�o, se puede hacer
de la siguiente manera.
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Para escribir dicho programa se utiliza un editor cualquiera comoXemacs,
emacs, KDevelop, Gedit, Nedit, etc. editores de software libre.

Para obtener los resultados del programa, primero se tiene que compilar; de
la siguiente forma:

� En linea de comandos se escribe

gfortran -o nombre-del-ejecutable nombre-del-programa.f

� Y se ejecuta con

./nombre-del-ejecutable

en linea de comandos de cualquier terminal.

En este caso el programa tiene extensi�on .f (punto f), ya quees un programa
en lenguaje de fortran, de haber sido creado en lenguajec se compilar��a de
la siguiente forma:

� gcc -o nombre-del-ejecutable nombre-del-programa.c

� Y se ejecutar��a as��

./nombre.

Los resultados que arroja el programa, corresponden a los primeros 10
puntos de la �orbita de f (x) = x2 cuandox0 = 0.1
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Est�e programa calcula los puntos de la �orbita de la funci�o n cuadr�atica para un
valor determinado de c y x0.

program orbita
integer i
real x0 ,x, c
print*,'dame el valor inicial x0 y el valor de c'
read(*,*) x0,c
open(unit=2,file='orb.dat',status='unknown')
do i=1, 100

x=x0**2+c
x0=x
write(2,*)x0,x
print*,x

enddo
close(2)
return
end

Para que el programa calcula las �orbitas def (x) = x2 + c,se debe dar de
entrada los valores dex0 y c.
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0tra opcion para compilar
f77 

gfortran orbita.f -o orbita

./orbita
 orbita.f -o orbita

Resultados obtenidos del programa que calcula las �orbitas de
f c(x) = x2 + c, dando de entrada los valores dex0 y c.
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B Puntos peri�odicos

Est�e programa aproxima el punto peri�odico x0 con cierta precisi�on (precisi�on
tol= � 1e� 4), para c = � 1.1 y en este caso de periodo dos,f 2(x) = x, de igual forma
se calculan los puntos peri�odicos, para los valores dec = � 1.3 y c = � 1.38 que son
los que se encuentran en el cuadro del cap��tuloDin�amica de la funci�on cuadr�atica .
A est�e programa se le dan dos n�umerosX i y x f , y dentro de ese intervalo, el
programa busca si hay puntos peri�odicos, es decir, si en la segunda iteraci�on de
f (x) el valor que devuelve esx, es decir que vuelva hacer igual, entonces, si es
as��, el programa pinta ese n�umero en la pantalla de lo contrario, toma el siguiente
valor y realiza las iteraciones. As�� sucesivamente hasta barrer todo el intervalo.

program periodo1
implicit none
integer i,j,nc,nper
parameter(nc=1000000,nper=2)
real x,y,xi,xf, x0, tol
parameter (tol=1.e-4)

xi=-0.5
xf=-1.0

do j=0,nc
x=xi+j*(xf-xi)/nc
x0=x

do i=1,nper
y=x0**2-1.1
x0=y
if(abs(y-x).le.tol.and.i.eq.nper)then

print*,i,x
endif

end do
end do
return
end

Programa que aproxima los puntos peri�odicos.
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Datos del programa que aproxima los puntos peri�odicos.

La primera columna representa el valor del periodo (en este caso 2, pero en el
programa se le puede cambiar este valore, en (nper=2)). En lasegunda columna
est�an los puntos peri�odicos de periodo 2. El intervalo quevari�o el programa se
parti�o en 1000000 y de esos, solamente los que se encuentranel la columna dos
corresponden a puntos peri�odicos de periodo 2. Para saber en que intervalo existen
puntos peri�odicos, se puede apoyar en el analisis gr�a�co.



C �Orbitas peri�odicas

Este programa calcula las �orbitas de los puntos peri�odicos (secci�on 2.4, cuadro
2.4). Con c = � 1.1, c = � 1.3 y c = � 1.38.

Programa que calcula las �orbitas conc = � 1.3 y x0 = 0.241619542.
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D Bifurcaci�on

program bifurcacion
implicit none
integer i, j

integer ncmx, nomx, nmin
parameter (ncmx=200, nomx=80, nmin=10)
real x,y,x0,c0,c
real ci, cf

c0=0.25
cf=-2.0
ci=c0

open(unit=2,file='func.dat',status='unknown')
do j=1,ncmx

c=c0-(ci-cf)*(j-1)/ncmx
x0=0.0
x=x0
do i=0,nomx

y=x**2+c
x=y
if(i.gt.nmin)then

write(2,*) c, x
print*,c,x

endif
enddo

enddo
close(2)
return
end

93



94 D BIFURCACI �ON

Resultados que se obtienen del programa que calcula los puntosdel
diagrama de bifurcaci�on.



E Diagrama de bifurcacion

Programa que reproduce las gr�a�cas de los acercamientos del diagrama de
bifurcaci�on.

En este programa y en los siguientes, se utiliza la librer��ade fortran llama-
da "PGPLOT". Para gra�car y para compilarlo se deben escribir las siguientes
instrucciones:

g77 -fno-backslash nobre-del-programa.f -o nombre-del-ejecutable -lpgplot
-L/usr/X11R6/lib -lX11 -lpng -lz -lm

program bifurcacion
implicit none

integer igraf, pgopen
integer i, j, k, cont

integer ncmx, nomx, nmin
integer ncmx1, nomx1, nmin1
integer nzoom
parameter (ncmx=1000, nomx=1000, nmin=500)
real x,y,x0,c0,c
real ci, cf
real xc1, yc1, xc2, yc2
real x1, x2, y1 ,y2
CHARACTER*1 CH
CH='M'
c0=-0.5
cont=0

10 if(cont.eq.0)then
ncmx1=ncmx
nomx1=nomx
nmin1=nmin
cf=-2.0
ci=c0
y1=-2.0
y2=2.0

else
ncmx1=ncmx+2000*cont
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nomx1=nomx+2000*cont
nmin1=nmin+1900*cont
ci=x1
cf=x2
c0=ci

endif

igraf= pgopen('/xs')
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgswin(cf,ci,y1,y2)
call pgbox('bcnst',0.0,0,'bcnst',0.0,0)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
call pglab('c','ORBITA DE f(x)','DIAGRAMA DE BIFURCACION ')
call pgsci(4)
CALL PGSLS(1)
k=0
do j=1,ncmx1

c=c0-(ci-cf)*(j-1)/ncmx1
x0=0.0d0
x=x0
do i=0,nomx1

y=x**2+c
x=y
if(i.gt.nmin1)then

call pgpt1(c,y,-2)
k=k+1

endif
enddo

enddo

nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then

call pgcurs(xc1,yc1,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)

if(xc1.lt.xc2.and.yc1.gt.yc2)then
x2=xc1
y2=yc1
x1=xc2



97

y1=yc2
goto 20

endif
if(xc1.gt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then

x2=xc2
y2=yc2
x1=xc1

y1=yc1
goto 20
endif

if(xc1.lt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then
x2=xc1

y2=yc2
x1=xc2
y1=yc1

goto 20
else

x2=xc2
y2=yc1

x1=xc1
y1=yc2

goto 20
endif

20 call pgrect(x1, x2, y1, y2)
cont=cont+1
goto 10

endif

call pgclos(igraf)
return
end

Programa que calcula y gra�ca el diagrama de bifurcaci�on con acerca-
mientos.
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F Conjunto de Mandelbrot

Programa que reproduce las gr�a�cas del conjunto de Mandelbrot.

program mandelbrot
implicit none
integer igraf, pgopen
integer ncmx, nomx, nmin
integer ncmx1, nomx1, nmin1
integer nzoom
integer i, j, nx, ny, niter, k, cont, niter1
parameter (nx=800, ny=800, niter1=200)
real xi, yj, x0, y0, xf, yf, xr1, xr2, xr3, yr1, yr2, yr3
complex z0, zi, z, z1, z2, z3
real xc1, yc1, xc2, yc2
real x1, x2, y1 ,y2
CHARACTER*1 CH
CH='M'
xr1=1.
yr1=0.
xr2=-0.5
yr2=0.5*(3)**0.5
xr3=-0.5
yr3=-0.5*(3)**0.5
z1=complex(xr1,yr1)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0

10 if(cont.eq.0)then
x0=-2.
xf=0.9
y0=-1.3
yf=1.3
niter=niter1

else
x0=x2
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xf=x1
y0=y1
yf=y2
niter=niter1+10*cont

endif

igraf= pgopen('/xs')
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgwnad(x0,xf,y0,yf)
call pgbox('bcnst',0.0,0,'bcnst',0.0,0)
call pgsci(1)

do i=1,nx
xi=x0+i*(xf-x0)/nx
do j=1,ny

yj=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)

z0=complex(0.,0.)
do k=1,niter

z=z0**2+zi
z0=z
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.1.and.k.le.5)then

call pgsci(2)
call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.5.and.k.le.10)then

call pgsci(3)
call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.10.and.k.le.15)then

call pgsci(4)
call pgpt1(xi,yj,-4)

goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.15.and.k.le.20)then

call pgsci(5)
call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
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if(abs(z).gt.2..and.k.gt.20)then
call pgsci(6)
call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
enddo
if(abs(z).lt.2.)then

call pgsci(0)
call pgpt1(xi,yj,-4)

endif
5 continue

enddo
enddo
nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then

call pgcurs(xc1,yc1,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xc1.lt.xc2.and.yc1.gt.yc2)then

x2=xc1
y2=yc1
x1=xc2

y1=yc2
goto 20

endif
if(xc1.gt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then

x2=xc2
y2=yc2
x1=xc1

y1=yc1
goto 20

endif

if(xc1.lt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then
x2=xc1
y2=yc2
x1=xc2
y1=yc1
goto 20

else
x2=xc2
y2=yc1
x1=xc1
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y1=yc2
goto 20

endif
20 call pgrect(x1, x2, y1, y2)

cont=cont+1
goto 10

endif
call pgclos(igraf)
return
end

Programa que calcula y gra�ca el conjunto de Mandelbrot.

Resultado de correr el programa del conjunto de Mandelbrot. La forma de
compilaci�on es igual que en el diagrama de bifurcaci�on.



G Conjunto de Julia

Programa que reproduce las gr�a�cas del conjunto de Julia.

program julia
implicit none
integer igraf, pgopen
integer ncmx, nomx, nmin
integer ncmx1, nomx1, nmin1
integer nzoom
integer i, j, nx, ny, niter, k, cont, niter1
parameter (nx=500, ny=500, niter1=200)
real xi, yj, x0, y0, xf, yf, xr1, xr2, xr3, yr1, yr2, yr3
complex z0, zi, z, z1, z2, z3
real xc1, yc1, xc2, yc2
real cx, cy
real x1, x2, y1 ,y2
CHARACTER*1 CH
CH='M'
xr1=1.
yr1=0.
xr2=-0.5
yr2=0.5*(3)**0.5
xr3=-0.5
yr3=-0.5*(3)**0.5
cx=-0.122
cy=0.745

z1=complex(xr1,yr1)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0
10 if(cont.eq.0)then

x0=-1.5
xf=1.5
y0=-1.5
yf=1.5
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niter=niter1
else

x0=x2
xf=x1

y0=y1
yf=y2
niter=niter1+10*cont

endif

igraf= pgopen('/xs')
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgwnad(x0,xf,y0,yf)
call pgbox('bcnst',0.0,0,'bcnst',0.0,0)

do i=1,nx

xi=x0+i*(xf-x0)/nx
z0=complex(cx,cy)
do j=1,ny

yj=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)
do k=1,niter

z=zi**2+z0
zi=z
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.1.and.k.le.5)then

call pgsci(2)
call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.5.and.k.le.10)then

call pgsci(3)
call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.10.and.k.le.15)then

call pgsci(4)
call pgpt1(xi,yj,-4)

goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.15.and.k.le.20)then

call pgsci(5)
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call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.20)then

call pgsci(6)
call pgpt1(xi,yj,-4)
goto 5

endif
enddo
if(abs(z).lt.2.)then

call pgsci(0)
call pgpt1(xi,yj,-4)

goto 5
endif

5 continue

enddo

enddo

nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then

call pgcurs(xc1,yc1,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xc1.lt.xc2.and.yc1.gt.yc2)then

x2=xc1
y2=yc1
x1=xc2

y1=yc2
goto 20

endif
if(xc1.gt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then

x2=xc2
y2=yc2
x1=xc1

y1=yc1
goto 20

endif

if(xc1.lt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then
x2=xc1
y2=yc2
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x1=xc2
y1=yc1
goto 20

else
x2=xc2
y2=yc1
x1=xc1
y1=yc2
goto 20

endif

20 call pgrect(x1, x2, y1, y2)
cont=cont+1
goto 10

endif

call pgclos(igraf)
return
end

La forma de compilaci�on es igual que en el diagrama de bifurcaci�on.



H M�etodo de Newton-Raphson

Programa que reproduce las gr�a�cas de Newton-Raphson.

program newtonrap
implicit none
integer igraf, pgopen
integer ncmx, nomx, nmin
integer ncmx1, nomx1, nmin1
integer nzoom
integer i, j, nx, ny, niter, k, cont
parameter (nx=500, ny=500, niter=50)
real xi, yj, x0, y0, xf, yf, xr1, xr2, xr3, yr1, yr2, yr3
complex z0, zi, z, z1, z2, z3
real xc1, yc1, xc2, yc2
real x1, x2, y1 ,y2
CHARACTER*1 CH
CH='M'
xr1=1.
yr1=0.
xr2=-0.5
yr2=0.5*(3)**0.5
xr3=-0.5
yr3=-0.5*(3)**0.5
z0=(0,0)
z1=complex(xr1,yr1)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0
10 if(cont.eq.0)then

x0=-2.
xf=2.
y0=-2.
yf=2.

else
x0=x2
xf=x1
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y0=y1
yf=y2

endif

igraf= pgopen('/xs')
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgwnad(x0,xf,y0,yf)
call pgbox('bcnst',0.0,0,'bcnst',0.0,0)
call pgsci(1)

do i=1,nx
xi=x0+i*(xf-x0)/nx
do j=1,ny

yj=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)
do k=1,niter

z=zi-(zi**3-1)/(3*zi**2)
zi=z

enddo
if(abs(zi-z1).le.1.e-10)then

call pgsci(2)
call pgpt1(xi,yj,-4)

endif
if(abs(zi-z2).le.1.e-10)then

call pgsci(3)
call pgpt1(xi,yj,-4)

endif
if(abs(zi-z3).le.1.e-10)then

call pgsci(4)
call pgpt1(xi,yj,-4)
call pgsci(1)

endif

enddo
enddo
nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then

call pgcurs(xc1,yc1,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xc1.lt.xc2.and.yc1.gt.yc2)then
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x2=xc1
y2=yc1
x1=xc2

y1=yc2
goto 20

endif
if(xc1.gt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then

x2=xc2
y2=yc2
x1=xc1

y1=yc1
goto 20

endif

if(xc1.lt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then
x2=xc1
y2=yc2
x1=xc2
y1=yc1
goto 20

else
x2=xc2
y2=yc1
x1=xc1
y1=yc2
goto 20

endif

20 call pgrect(x1, x2, y1, y2)
cont=cont+1
goto 10

endif

call pgclos(igraf)
return
end

Programa que calcula y gra�ca el m�etodo de Newton-Raphson.
La forma de compilaci�on es igual que en el diagrama de bifurcaci�on.
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I M�etodo de la secante

Programa que reproduce las gr�a�cas por el m�etodo de la secante.

program secante
implicit none
integer igraf, pgopen
integer ncmx, nomx, nmin
integer ncmx1, nomx1, nmin1
integer nzoom, csec, nsec
integer i, j, nx, ny, niter, k, cont, l, itp, i2
parameter (nx=200, ny=200, niter=25, nsec=80)
real xi, yj, x0, y0, xf, yf, xr1, xr2, xr3, yr1, yr2, yr3
complex z0, zi, z, z1, z2, z3, zsec
real xsec, ysec
real xc1, yc1, xc2, yc2
real x1, x2, y1 ,y2
CHARACTER*1 CH

character*100 arch
CH='M'
xr1=1.
yr1=0.
xr2=-0.5
yr2=0.5*(3)**0.5
xr3=-0.5
yr3=-0.5*(3)**0.5
z0=(0,0)
z1=complex(xr1,yr1)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0
10 if(cont.eq.0)then

x0=-10.
xf=10.
y0=-10.
yf=10.

else
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x0=x2
xf=x1

y0=y1
yf=y2

endif

do l=1,nsec
xsec=x0+l*(xf-x0)/nsec
ysec=xsec
print*,xsec,ysec
itp=l+9
IF(ITP.LT.10) THEN

WRITE(arch,1000) ITP
1000 FORMAT('/home/mauricio/Desktop/figpng/points',I 1,'.png/png')

endif
IF(ITP.GT.10.and.itp.lt.100) THEN
WRITE(arch,1100) ITP
1100 FORMAT('/home/mauricio/Desktop/figpng/points',I 2,'.png/png')

print*,arch
endif

igraf= pgopen(arch)
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgwnad(x0,xf,y0,yf)
call pgbox('bcnst',0.0,0,'bcnst',0.0,0)
call pgsci(1)

do i=1,nx
xi=x0+i*(xf-x0)/nx
do j=1,ny

yj=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)
zsec=complex(xsec,ysec)
do k=1,niter

z=zi-((zi**3-1)/(zi**2+zsec**2+zsec*zi))
zsec=zi
zi=z

enddo
csec=0

if(abs(zi-z1).le.1.e-4)then
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call pgsci(2)
call pgpt1(xi,yj,-4)
csec=csec+1

endif
if(abs(zi-z2).le.1.e-4)then

call pgsci(3)
call pgpt1(xi,yj,-4)
csec=csec+1

endif
if(abs(zi-z3).le.1.e-4)then

call pgsci(4)
call pgpt1(xi,yj,-4)
call pgsci(1)
csec=csec+1

endif
if(csec.eq.0)then

call pgsci(0)
call pgpt1(xi,yj,-4)
call pgsci(1)

endif
enddo

enddo
call pgclos(igraf)
enddo

nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then

call pgcurs(xc1,yc1,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xc1.lt.xc2.and.yc1.gt.yc2)then

x2=xc1
y2=yc1
x1=xc2

y1=yc2
goto 20

endif
if(xc1.gt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then

x2=xc2
y2=yc2
x1=xc1

y1=yc1
goto 20
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endif

if(xc1.lt.xc2.and.yc1.lt.yc2)then
x2=xc1
y2=yc2
x1=xc2
y1=yc1
goto 20

else
x2=xc2
y2=yc1
x1=xc1
y1=yc2
goto 20

endif

20 call pgrect(x1, x2, y1, y2)
cont=cont+1

endif

return
end

Programa que calcula y gra�ca el m�etodo de la secante.
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Resultado de correr el programa de la secante. La forma de compilaci�on es
igual que en el diagrama de bifurcaci�on.
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