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Resumen

El trabajo presente, es el resultado de una revison documettdel tema
Sistemas diramicos un tema espec co de matenaticas avanzadas, el cual ha
sido revisado minuciosamente para exponerlo desde un punto deaielemen-
tal, enfocado y propuesto como un curso introductorio de sistesdiramicos,
enfocado principalmente estudiantes que cursan elultimo sestre de nivel
medio superior o estudiantes que inician el nivel superior, megue hallan
cursado el bachillerato fsico-Matematico. El curso propusto est sustenta-
do con los elementos dealgebra y @alculo elemental que secaantran en los
contenidos en los programa de estudio del bachillerato gealede la Subse-
cretaria de educacon media superior (DGC). Conforme avaazel trabajo se
introducen nuevos conceptos de sistemas diramicos y alguratsos de pro-
gramacon. El conocimiento nuevo para los estudiantes, se ioduce poco a
poco de forma bgica, sistematica y diramica. Esta tesis es umpropuesta que
se hace con la nalidad de motivar e impulsar, adenas de propaonarles a
los estudiantes, una visbn mas amplia de: >qle son?, >en dole? y >@©mo?
se aplican las matenaticas.



RESUMEN



Introduccon

Uno de los problemas mas severos que afronta cualquier insttin edu-
cativa, es el de la gran cantidad de estudiantes que no les gumstas cursos
relacionados con las ciencias kasicas, y que esain basadospipalmente en
las matematicas. Tal pareciera que se trata de una epidemiay¢ no lo se
contagia, Sino que se transmite de generacbn en generacdExisten muchos
trabajos en los cuales se cuestiona este tipo de problemas, pewe ceal-
mente se ha conseguido remediar muy poco. Se ha analizado mackeces
los contenidos programaticos, su didactica y su aplicacony que al parecer,
es ah donde radican varios problemas, uno de los mas imparttes es el no
seguir adecuadamente una secuencia bgica en los objetived dprendizaje,
otro problema que se ha podido observar en estos estudios (ver p@mplo
[9]) es que los estudiantes no tienen la su ciente motivacopara estudiar
carreras relacionados con las matenaticas, es por ello, qere el presente tra-
bajo se implementa de forma bgica con la ambicon de buscaa Imotivacon
de los estudiantes.

Esta propuesta se puede implementar como un curso especial parsest
to semestre de nivel medio superior o primer semestre de nivel superes
un curso en donde se muestra una pequefa parte de lo bello e egan-
te que pueden ser las matematicas y en especial los "sistemasadiitos”,
ademas de que permite divulgar e informar en donde se puedeliegr las
matematicas, ya que no es conun para este nivel y que pudiese ser te-
ma tan fuerte para que algunos estudiantes se inclinen un pocasnpor las
matematicas. La propuesta pretende dar a conocer las nocienkasicas so-
bre sistemas diramicos, as como, preparar el material digtico, como una
fuente mas de informacon, este tipo de informacon se en@ntra en muchos
libros o en Internet pero seguramente en un lenguaje mateneamente so-
sticado o de manera fragmentada, por lo cual, el material quse pone a
su disposicon, es tamben una sugerencia para alguien que nonoce mucho
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de matematicas y que solo busca ideas de como abordar el tema t&ner
gue manejar conceptos demasiado abstractos. Se muestra, comauipdel
conocimiento matenatico kasico de nivel medio superior, seuygde construir
el conocimiento de sistemas diramicos de una forma simple y oatl. Se
pretende que este curso sea uno de los temas, que se pudiese imperdet
los Temas Selectos de Matenmaticas, que se incluyen en los pergas de las
materias optativas en los ultimos semestres de varios subsistasnde nivel
medio superior 0 un curso inicial de nivel superior, as mismo, g®ne a la
disposicon de cualquier docente familiarizado con nociogseslementales de
@lculo de una variable real.

Se ha seleccionado, como punto de estudio la funcon cuaded, porque
de esta funcon se pueden obtener propiedades muy interesatn cuanto a
sistemas diramicos se re ere, y por otro lado, es una funconoa la que los
estudiantes, estin su cientemente familiarizados.

Se partia con una parametrizacon de la funcon cuadsgtica, haciendo un
aralisis de ella, se ian introduciendo algunas de niciong intuitivamente y
repasando atas, as como algunos conceptos lasicos en sistsrdiramicos
gue desde luego, no son parte en los contenidos de los prograa@sel medio
superior. Tales son los conceptos comoorbitas, puntos jos yifbrcaciones,
hasta llegar a fractales, se pretende que todos estos temas se @drorde
forma sencilla e intuitiva.

La tesis esti desarrollada en tres partes, una parte introducta que
consta de la justi cacon, los objetivos y la metodologa dda propuesta, en la
segunda parte se muestra el material del curso propuesto y en lecena parte
se muestran los resultados, el trabajo a futuro, los apendicedaybibliografa.



Justi cacon

En lasultimas cecadas, el tema de "sistemas diramicos"ha teido un auge
importante, con la llegada de las computadoras. Cient cosle varias discipli-
nas han ayudado a desarrollar ecnicas geonetricas y cutdtivas al respecto,
y mas importante es el hecho de que han podido aplicar dich&enicas en
la solucon de una buena cantidad de problemas, en fsica, quica, ecologa
y economa, principalmente.

La aplicacon de los sistemas diramicos puede ser aun nas gpha, por
lo cual, resulta interesante su estudio. Desafortunadamente, estudio de
estos temas de matematicas (en Mexico) se realiza casi excheinente en
cursos especiales a nivel licenciatura en matematicas o ensns de posgrado,
salvo algunos proyectos ([5]) y libros de divulgacon ([7])Es por ello, que
en el presente trabajo se busca empezar a introducir estos temasae los
ultimos semestres de nivel bachillerato o inicio del nivel super, usando
por supuesto, elementos de matematicas de acuerdo a dichoelivAdicional
a esto, para obtener los resultados deseados se requeria tampialgunos
conocimientos de programacon kasicos que les sean progionados, a trawes
de ejemplos ilustrativos, en este mismo trabajo como parte de leopuesta.

La propuesta busca tener sustento bajo el modelo educativo adtuaonde
el aprendizaje en el modelo educativo actual es de calcteonstructivista
y el profesor es un facilitador del conocimiento; el alumno lbe aprender
de acuerdo al entorno que lo rodea. En este trabajo se hace de neato,
adenmas, la importancia del uso de equipos didacticos.

La apida evolucon de la ciencia y la tecnologa ha impusado en el sis-
tema educativo del pas la husqueda de programas, netodos gecursos, que
conlleven a elevar el nivel cultural y cient co de la pobl&bn, as como incre-
mentar el rumero de profesionistas en los campos cient cog tecnobgicos.
Con la nalidad de brindar la formacon antes mencionada, séa propuesto
la incorporacon de dos asignaturas: Temas Selectos de Matgitas |, para el

\Y
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guinto semestre y Temas Selectos de Matenaticas |l para el sexdemestre,
en las cuales se muestran aplicaciones de las matenaticas. bagnaturas
mencionadas, pertenece al grupo disciplinario fsico mateatico en las cuales
se puede introducir el tema de "sistemas diramicos".

Figura 1: Ubicacon esquenatica de la asignatura Temas Sekes de Ma-
tematicas Il, del bachillerato general

El tema de "sistemas diramicos" la asignatura de Temas Selectos de Ma-
tematicas Il, o en un curso introductorio de nivel superior, & consecuente con
los contenidos de las asignaturas anteriores (referencidanes y programas
de estudio de Colegio de Bachilleres del Michoaan):

= Matematicas |
Programa:
Unidad I. Introduccon al Algebra.
Unidad II. Polinomios de una variable.
Unidad Ill. Ecuaciones de primer grado.
Unidad IV. Ecuaciones de segundo grado.
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Materaticas |l

Programa:

Unidad I. Angulos y trangulos..

Unidad Il. Polgonos y circunferencia.
Unidad Ill. Las funciones trigononetricas.
Unidad IV. Las Leyes de Senos y Cosenos.

Matematicas Il

Programa:

Unidad I. Sistema de ejes coordenados.
Unidad Il. La Inea recta.

Unidad Ill. La circunferencia.

Unidad IV. La paabola.

Matenaticas 1V

Programa:

Unidad I. Relaciones y funciones.

Unidad II. Funciones polinomiales.

Unidad Ill. Funciones racionales.

Unidad IV. Funciones exponencial y logartmica.

Galculo diferencial

Programa:

Unidad I. Lmites.

Unidad Il. La raon de cambio y la derivada.

Unidad I1l. Valores maximos y mnimos relativos y sus aplicaiones.

Temas Selectos de Matematicas |

Programa:

Unidad | Sistemas de Ecuaciones.

Unidad Il Sistemas de Ecuaciones de Zrado.
Unidad Ill Fracciones Parciales.

Unidad IV Induccon Matermatica.

Unidad V Numeros Complejos.

Unidad VI Logaritmos.
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A partir del sexto semestre los alumnos ya cuentan con los antdeates
acacemicos necesarios, y de desarrollo cognitivo para el amleaje del tema
propuesto. El hilo conductor de todos los cursos delarea de teaaticas,
desde la perspectiva operativa es el algebra y los conectivqae les dan
secuencia, donde cada asignatura es la base de la inmediata sopeCon el
respaldo de las asignaturas mencionadas anteriormente seimadl siguiente
programa, para el curso introductorio propuesto. El curso corestde cuatro
unidades como se muestra a continuacon:

Programa propuesto:

= Unidad | Conceptos kasicos.
= Unidad Il Diramica de la funcon cuadatica.
= Unidad Il Diagrama de bifurcacon.

= Unidad IV Autosimilaridad y fractales.

Propuesta metodobgica

» Clases tericas . La preparacon del material, se ha hecho una revi-
sbn biblioga ca al respecto, es decir, se investigaron lassignaturas
anteriores e investigaron los contenidos de los programasncloyen-
do que con los conocimientos previos, se espera obtener un damnin
adecuado de los contenidos teoricos mnimos necesariosrpaxponer
de manera clara e intuitiva, los conceptos fundamentales destemas
diramicos, mediante una exposicon teorica frente al grup por parte
del facilitador.

= Pacticas de laboratorio . Con el n de que los estudiantes puedan
reproducir la mayor parte de lo publicado en este trabajo de $&s se
han elaborado programas de computadora (algoritmos) que soa il
manejo y acceso , para que los estudiantes con ayuda del feadir
realicen las pacticas (ver la seccon de apendices).

Las actividades que se proponen en el trabajo son actividadesaglas por
el maestro, que consisten principalmente en: El uso de la caladaa, el ma-
nejo de software diramico simple y el programar algunos algbmos sencillos.
Para estas actividades se propone el uso de software libre, a cardcon se
explica la ran de esta eleccon.



Software libre

= Se ha considerado usar el software libre, debido a que: "es elwafe
gue, una vez obtenido, puede ser usado, copiado, estudiado, ntadlo
y redistribuido liboremente"(Software libre, 2007), en adion a que su
®digo de construccon esta abierto para cualquier prop$o. La licencia
del software libre es denominada GNU-GPL que esma licencia creada
por la Free Software Foundation a mediados de los 80, y esaenta-
da principalmente a proteger la libre distribucon, modi acon y uso
de software. Su propsito es declarar que el software cutwepor esta
licencia es software libre y protegerlo de intentos de aprapbn que
restrinjan esas libertades a los usuario$[13]). Esto implica que la ma-
yora del software libre es gratuito o de bajo costo en compazan con
el software de algunas empresas comerciales. De modo nas p@Ecel
software libre se re ere a cuatro libertades que poseen los udoardel
software:

1. La libertad de usar el programa, con cualquier propsito.

2. Lalibertad de estudiar ®mo funciona el programa, y adagrlo a
las necesidades. El acceso al @odigo fuente es una condicoavpa
para esto.

3. La libertad de distribuir copias.

4. La libertad de mejorar el programa y hacer publicas las n@ras a
los denas, de modo que toda la comunidad informatica se bene
cie. El software libre est disponible gratuitamente en Intaret.

= Breve historia del software libre

En 1985 Richard Stallman fund la Free Software Fundationan el ob-
jetivo de crear y difundir el uso de programas libres, basados gue: el
software es una parte de la ciencia y como tal, debe ser compduwtii-
bremente por toda la humanidad; los programas se pueden capissar
y modi car sin mas restriccon que respetar su autora. Para dlo, los
programas se distribuyen con el @digo fuente. El proyecto imcipal de
la Free Software Fundation es la creacbon de un sistema operad com-
patible con UNIX, pero totalmente libre. Este proyecto se llama GNU,
aconimo de GNU's not UNIX. Consta de multitud de programas, en
constante desarrollo y expanson, pero hasta el momento, ado&ede
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la parte mas interna y fundamental de un sistema operativo, unucleo
bien depurado y operativo, ya que el proyecto HURD, que debarma-
ber sido el nucleo de GNU, haba pasado por muchos problemas en
su desarrollo. En 1991 el estudiante nlandes Linus Torvaldsreo un

rucleo de sistema operativo (al que se le llano "Linux") y lo ofeco a la

comunidad por medio de Internet, para que sirviera de tema dstadio
y pudiera ser adaptado libremente. Es decir, lo ofrecd coralmisma
losofa que el sistema operativo GNU, del que se sirvd. La unonde
Linux, un rucleo, con GNU, el resto del sistema operativo, fue uexito

inmediato, y pronto se distribuyeron juntos, formando lo que senoce
como GNUY/Linux.

El software libre en la educacon.

El uso de software libre en la educacon tiene una gran cantidade
bene cios sobre el uso de el software privativo entre las cuales en-
cuentran:

Promueve la creacon de profesionales independientes dedeter-

minado entorno de software. Cuando se enseia carpintera no se

ensena ®mo usar una marca determinada de martillos o de siag

ekctricas. Cuando se ensena a escribir no se ensea el uso de una

marca de plumas o bolgrafos determinada. >Por que cuandse
enseaa informatica, s parece razonable ensenar a usar undeter-

minada marca de programas? >Hay razones para eso? Utilizando

software libre, mas que ensenar a utilizar un producto se ensa a
utilizar una tecnologa, ya que este se apoya en esandaredies
y reconocidos.

Reduce costos. El software libre al permitir su copia de manera
legal evita a las universidades tener que pagar una licenciarp
cada nmaquina que posea con lo cual sumado a que gran parte del
software libre se distribuye de forma gratuita se traduce en un
enorme ahorro de recursos publicos. Otro punto a tener en cuan

es que el costo de mantenimiento del software libre es menor de-
bido a su gran estabilidad y calidad que evita tener que reinsal
completamente el software en los equipos cada lapsos cortos de
tiempo como sucede con el sistema operativo Windows. Adenas
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ASPECTO GNU/LINUX WINDOWS
El sistema es libre, Pertenece a Microsoft,
FILOSOF IA cualquiera lo puede usar, unica compaa que lo
modi car y distribuir puede modi car
Gratis, Segin las versiones,
PRECIO tantas licencias, miles de pesos,
como se desee cada licencia.
Miles de voluntarios en todo el Lo desarrolla Microsoft,
DESARROLLO mundo cualquiera puede participar, que vende algunos datos écnicos
pertenece a lacomunidad” relevantes y oculta otros
C ODIGO . .
FUENTE Abierto a todos Secreto empresarial
el
Lo Senidores 1o admien s
de un par de semanas sin reiniciar
Muy seguro, tiene varios Muy poco seguro, existen
SEGURIDAD sistemas de protecoon. miles de virus que atacan
No existen virus para Linux sistemas Windows
FACILIDAD Poca en algunas aplicaciones Es muy sencillo de manejar
DE USO
Desarrollados por voluntarios; Is_i?e smfparl;rlIcoasnt\ileesng:nd;pnosmvos
CONTROLADORES algunos dispositivos no funcionan

DE HARDWARE

en absoluto porque sus fabricantes
ocultan los de- talles écnicos

controladores para Windows,
todos deben funcionar en
pocos momentos.

DIFUSI ON

Poco extendido en hogares y
o cinas, muy extendido en
servidores.

Copa casi todo el mercado,
salvo el de servidores

DISPONIBILIDAD
DE PROGRAMAS

Existen programas para casi todas
las aplicaciones, pero no hay tanta
variedad como los programas para
Windows

Miles y miles de programas
de todo tipo que se instalan
con facilidad

PRECIO DE LOS

Existen programas de pago,
pero lo nas habitual es

La mayor parte de los

PROGRAMAS que sean libres. programas son de pago
COMUNICACI ON CON Lee y escribe en sistemas de archivos $|0 lee y escnbe_ Sus propios

. N sistemas de archivos, y presenta
OTROS SISTEMAS de Windows, Macintosh, etc. Por red, incompatibilidades entre algunas
OPERATIVOS se comunica con cualquier otro sistema P 9

de sus versiones

el software libre permite reciclar equipos que hallan quedaab-
soletos por los grandes requerimientos de los nuevos progasm
privativos.

Permite que los estudiantes puedan usar el mismo software con el
gue se les ensena. El software libre permite que se hagan copias d
los programas y se distribuyan a los estudiantes de forma legal,
cual permite que los estudiantes puedan utilizar el mismo sotive
gue utilizan en sus escuelas, en sus casas.

Ofrece control sobre el software. Si no existe una herramienta i
formatica que cubra un determinado requerimiento, es podibus-
car una gque haga lo necesario y se modi ca la misma para que se
adapte a nuestras necesidades.

Para nalizar, se muestra una breve comparacon entre los sisteas ope-
rativos GNU/Linux y Microsoft Windows([10]).

El material dichctico y metodobgico que se presenta en el gdulo de
pacticas (apendices), esh dirigido a los estudiantes, pey no excluye a otros
usuarios que se interesen por el tema y que tengan conocimientosmos
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dealgebra y alculo elemental.

Estrategia de evaluacon sugerida

= Evaluacon diagrostica . Su projosito es establecer un vnculo signi -
cativo entre lo que el estudiante sabe, piensa o siente antes deiar su
proceso de aprendizaje sobre el contenido a abordar; tiene @amcter
descriptivo-cualitativo. Se aplica al inicio del curso y al iicio de cada
unidad tematica del programa, de esta manera se explora o rguera el
conocimiento formal o informal que implica dos cosas:

1. Dominio de los antecedentes acacemicos necesarios, cCoOn@ntos
previos formales, para comprender los contenidos planteadsn el
curso.

2. Conocimiento informal de los contenidos que se aborda@n cada
unidad tematica, que dalan pauta para conocer su predispoga,
motivacon e intees.

Se sugiere aplicar una gua de observacon o lista de cotejojgincluya
cuestionamientos acerca de los procesos kasicos del algehrasmos
gue han sido desarrollados en la asignatura de Matenaticas |vei
medio superior, estos deben dirigirse a temas tales como faizacon,
identi cacon de variables, resolucon de ecuaciones de pner y segundo
grado, manejo de expresiones algebraicas, entre otros; de estm se
obtendia en forma clara el nivel de los alumnos y se podan tkctar
lasareas de oportunidad del grupo para planear las activédies acorde
a las expectativas y necesidades grupales e individuales.

= Evaluacon formativa . La evaluacon formativa tiene un calcter cua-
litativo, procesal, orientador y diramico, ya que marcha pealelamente
con los objetivos tenaticos, no se considera como parte de ldicacon
del estudiante. Permite conocer el avance en la adquisicondpminio
de los nuevos aprendizajes, con el prosito de realimentdipeoceso de
ensenanzay aprendizaje; a n de detectar las di cultades, ftalecer los
logros y emprender actividades correctivas; as mismo, valr la perti-
nencia de los objetivos y netodos de ensenanza, la estratagiidactica
y los contenidos teraticos de los programas de estudio, respea la
secuencia y tiempo para abordarlos. Esta evaluacbn considera
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Contenido Declarativo: se evaluaan los conocimientos famles y
conceptuales a partir de la comprenson, por medio de su patti
cipacon activa, discusbn, que se mani este en esquemas, mapas
conceptuales, algoritmos, justi caciones, solucon a probleas, en
donde el estudiante se auto evalie en forma individual y grupa
as como sus habilidades para: expresar en propias palabras |
erminos y netodos aprendidos, exponer y justi car sus resul-
dos, resumir y comparar conceptos.

Contenido Procedimental: se evaluaan las destrezas operats, a
trawes de la realizacon de trabajo individual o por equips me-
diante reportes escritos, exposicon, planteamiento de cogatos,
mapas conceptuales, algoritmos y registros que determinas kle-
mentos a evaluar.

Contenido Actitudinal: se evaluaan actitudes o predisposian po-

sitiva respecto al intees acacemico que el alumno mani esten el
desarrollo de las actividades, el respeto, la tolerancia y laresti-
dad durante el trabajo en el aula y fuera de ella, en las mod#dides
individual y grupal, por medio de registros, guas de observan

gue determinen los elementos a evaluar.

= Evaluacon sumativa . Esta modalidad de evaluacon se aplica al nal
de cada unidad y al ermino del curso. Sus resultados se utilizgara
efectos de asignar una cali cacon, acreditar conocimieas y promo-
ver al estudiante a otro nivel del proceso educativo. En formaapalela
al proceso formativo en el cual el estudiante trabaja en equippro-
ducia en forma individual las evidencias crticas de su amendizaje,
es decir, aquellas que tienen un camacter integrador del yivo de la
unidad, para presentarlas en su evaluacon nal. Tales evideias se
debern acordar en trabajo de academia as como su pondepscpara
la cali cacon. Los instrumentos para recolectarlas (instuctivos, cues-
tionarios, pruebas objetivas,etc.) tamben se elaboraanretrabajo co-
legiado junto con los instrumentos de evaluacon (guas debservacon,
listas de cotejo, ubricas, escalas valorativas, plantillasealrespuestas,
entre las mas comunes). Se sugiere considerar por lo menos uviden-
cia de cada tipo que en conjunto integren los contenidos dedaidad
en erminos de conocimientos y capacidades prcticas y/oreativas.
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Sugerencias para el portafolio de evidencias: Reportes suivias o cua-
dernos de trabajo Producto: Reportes sumativos o cuadernos tra-
bajo Desempeano: Participacon en actividades de trabajo aoperativo
Conocimiento: Prueba objetiva.



Objetivos

= Proporcionar un curso introductorio de sistemas diramicosdsodo en
matematicas elementales.

= Proponer un curso para la asignatura optativa de Temas Selestde
Matenmaticas Il, que se imparte a nivel medio superior, con elual el
estudiante abordar conceptos kasicos de los sistemas diracos en este
nivel.

= Dar a conocer mediante una introduccon y de forma sencillaietuitiva,
algunas de las ideas fundamentales de sistemas diramicos. Bstieas
introductorias a sistemas diramicos incluyen las nocioneedractales,
uno de los conceptos interesantes que pueden hacer que losdésities
se interesen por las matematicas.

= Hacer una profunda re exbon del enfoque, del estilo de la ensanza de
la matematica necesaria en nuestros das y de la importancide dejar
la impreson de estar generando nuevo conocimiento, de lo impante
gue resulta sentir que se est descubriendo algo nuevo.

= Proporcionar el material dichctico a profesores, estudiantey personas
gue eskn interesados en el tema.

= Con este material se pretende que el estudiante sea capaz de imple
mentar algoritmos sencillos que permitan visualizar el comgamiento
de sistemas diramicos reales y posiblemente complejos, y deeatgar
su existencia. En el caso de los sistemas diramicos compléjas es-
tudiante adquirie nociones de como se generan los conjust@hsicos
como es el caso del conjunto de Julia y el conjunto de Mandelbro

LEn este caso, sistemas diramicos complejos se re ere a sistemas diramicos cameros
complejos C)

XV
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Captulo 1

Conceptos lasicos

En esta seccon se muestran los conceptos elementales necesaeo
erminos de repaso, que de acuerdo a los planes de estudio eludsinte
de nivel medio superior obtuvo durante su trayectoria acaceiza previa. La
pimera parte contiene los conocimientos previos, en la seti(l.1) se in-
troducen los conceptos elementales de sistemas diramicoseysr necesario
algun otro concepto, que no sea mencionado en las seccionegste captulo
se introducian en el momento adecuado. Para mayores detsdl acerca de
este tema, ver por ejemplo, ([6]).

En principio, se considera la siguiente notacon.

= Al conjunto de los rumeros reales se les denota con la letRa

= R? denota el conjunto de puntos del plano cartesiano.

Funcon

Para comenzar se tiene el concepto de funcon. Cuando en lal&icoti-
diana se dice algo como: "tu ida al cine est en funcon de quescojas el
tiradero de tu cuarto”, lo que se trata de decir es que una cosa él cine en
este caso) depende de otra (asear el cuarto), es decir una cosalictona a
la otra. En matematicas el concepto es muy similar.

Denicon 1  Funcon Una funcon es un conjunto de pares ordenados de
elementos tales que ningunos dos pares distintos tienen elsmo primer
elemento. El conjunto de los primeros elementos de los pamesienados
se llamadominio de la funcon, y el conjunto de los segundos elementos
contradominio o ambito de la funcon. De manera matematica, una funcon

1
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se denota comd : A! B, que quiere decir que la funcon considerada tiene
al conjunto A de dominio y al conjuntoB de contradominio.

En otras palabras, suponga que se tiene un par de conjuntdsy B y que
se establece una relacon entre ellos de tal forma que siemprgegse escoge
un elemento del conjuntcA la relacon entrega exactamente un elemento del
conjunto B, es decir, el elemento d& est en funcon del elegido enA. La
restriccon es que no es posible que al elegir un elemento Aela relacon
entregue dos o nas elementos dB 0 no entregue ninguno, sino que debe
entregar exactamente uno. Eso es una funcon: un vnculo &ne dos conjuntos
gue relaciona a cada elemento de uno de ellos, al que se denomlmEminio
de la funcon, con otro llamado contradominio de tal forma ge cada elemento
del dominio est vinculado con uno y lo uno del contradomin.

Ejemplo 1 Funcon En mi casa suelo juntar mis calcetines por pares con
un nudo, de forma que no pueda perder ninguno de los miembrosl gar
(o pierdo ambos o0 ninguno), yo solo tengo un par de cada colos que
si entreveo en mi capn uno de mis calcetines azules y lo jaleguramente
secae mi par de calcetines azules y no lo el que alcane arvEso es
una funcon. Donde el conjunto A podra ser un conjunto constituido por
un calcetn de cada par (derechos) y el conjunt® el conjunto del resto de
los calcetines (izquierdos). Los nudos constituyen la fuoc de A a B, cada
nudo relaciona un elemento dé con uno y lo uno deB. Generalmente
se utilizan letras mirusculas para denotar los elementos desl conjuntos,
as que se puede decir; sa es un calcetn del conjuntoA y b es el que
le corresponde del conjuntd entonces el nudo entre ellos es una funcon
f tal que f (&) = b. Para especicar que una funcon tiene dominicA y
contradominio B se escribe af : A! B.

De nicon 2 Funciones reales

Seaf : R! R. Una funcon f es real si tanto el dominio como el contra-
dominio son subconjuntos de los reales, es decir, es una regla gsigna a
cada elementox enR un elementounicoy enR. Si la de nicon de funciones
reales presenta di cultades a los estudiantes, puede consultaralquier libro
de @lculo elemental (ver por ejemplo ([14] )).

De nicon 3 Funcon identidad
Es la funcon que tiene aR, como su dominio y como su regla de corres-
pondencia af (x) = X.



Denicon 4 Gaca
Sif es una funcon real de variable real, entonces la ga ca dé es el

conjunto de pares ordenados de considerados como un conjunto de puntos
en R2.

De nicon 5  Derivada
Seaf : R! R. La derivada def enx es el siguiente Imite si existe.

F9x) = lim it hr)] F(x)

La derivada def (x) en x se denota porf {x), la segunda derivada por
f%¢x) y la derivada kesima por f X(x). Geonetricamente la derivada se

interpreta como la pendiente de la Inea tangente que pasa pel punto de

la ga ca de la funcon en donde se evala la derivada.
Nota:

La composicon de dos funciones se denota pdr ( g)(x) = f (g(x)). La
nesima composicon se denota pof "(x) = (f

f)(x). Notar que f" no
es lo mismo que la nesima potencia de(x), ni tampoco la nesima derivada

Otras nociones elementales son el teorema del valor medio yezirema
del valor intermedio.

Teorema del valor medio
Sif :[a;g! R escontinua end;lj dondea < b y diferenciable en &; ),
entonces existe un punta (a; b tal que,

f f@=fY)b a

Teorema del valor medio

Figura 1.1: Teorema del valor medio
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Teorema del valor intermedio
Sif :[a;f! R es continua sobred;yf(a)<f (bysitesunrumero

cualquiera tal quef (a) <t <f (b), entonces existe un punta (a; b tal que
f(c)=t.

Teorema del valor intermedio

(o)

t=f(c

f(a

a C b

Figura 1.2: Teorema del valor intermedio

Corolario
Sif es continuaend;yf(a)y f(b) tienen signos opuestos, entonces
existe un rumeroc (a; b tal que f (c) = 0.

De nicon 6  Puntos jos

SeafR! R. Los puntos jos def (x) son todos los puntos que cumplen
con lo siguiente:f (x) = x.

Estos puntos toman un rol muy especial en la teora de sistemasami-
cos. Es por ello que vale la pena repasar ese tema para recordajue re eren
estos puntos. Por ejemplo, la funcorf (x) = x2, tiene un punto joen x =1,
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porque, f (1) = 12 = 1. Un primer cuestionamiento seml, dada una funcon
cualquieraf (x), >tiene puntos jos?, y si es as, >clantos puntos jos tiee?.
En algunas ocasiones, la respuesta se encuentra aplicando eleeer del va-
lor intermedio as como un criterio. En este momento, se haceotar la gran
utilidad de las matenaticas formales, en el sentido de que musin obtener
los valores de los puntos jos, se puede saber que estos existeno lagertas
condiciones de la funcon.

Proposicon 1 Criterio para conocer la existencia de los puntos jos
Seal =[a;g unintervaloy seaf : 1 ! | continua. Entoncesf (x) tiene
al menos un punto jo enl.
El criterio para conocer la existencia de los puntos jos estdre, en que
condiciones el conjunto de puntos jos no es vaco.

Proposicon 2  Existencia de un punto jounico
Seaf : 1! | vyjfqx)j < 1 para todox enl, entonces existe un punto
jounico de f (x) enl siempre que:

JTx) fi<ix vy

para todox y y que se encuentren eh, X 6 y.

oy, |

feyr

fay|

c b

Figura 1.3: Punto jounico de f.

m,kggggg
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Una vez que se tiene certeza de la existencia de al menos un purjto
de alguna funcon de variable real, el siguiente cuestionaernito es, >omo se
encuentran los puntos jos de alguna funcon en particula®?. Pareciera que
la respuesta no es muy complicada, sin embargo, la husqueda denfws jos
se traduce a la husqueda de las races de la ecuacoh(x) = x, es decir, la
interseccon de la funcon de la cual se pretende conocer lpsintos jos con
la funcon identidad. La solucon de la ecuacon depende d la funcon que
se est considerando, en ocasiones es una tarea bastante comagic como
se vela con mayor detalle en la seccon (1.1.1) y (2.1).

1.1. Sistemas diramicos

Para empezar a entender lo que son los sistemas diramicos, esesano
tener nociones lasicas acerca de algunos otros conceptose quuy proba-
blemente los estudiantes de nivel medio no conozcan, talesnocolos puntos
jos, los puntos atractores, los puntos perodicos, las itergéiones, etc. estos
conceptos son esenciales para explicar lo que pasa con un sisteimanico
es por ello que la seccon (1.1.1) esta dedicada a estos conospiecesarios.
La seccon (1.1.1) contiene el material necesario para desaltar el curso pe-
ro tamben se pueden ayudar con otros muchos libros (ver pojeenplo [14]
o cualquiera de los referidos en los programas de estudio detHillerato
general).

La primer pregunta es: >Que son los sistemas diramicos? Para eezar a
dar respuesta a esta pregunta consicerese el siguiente ejemple:dbiere sa-
ber que tan |mpido se pudre una manzana, para resolver el preioha se puede
realizar una medicon, en el laboratorio, de la cantidad dbéacterias que pro-
vocan la pudricon de las manzanas, y observar como aumenta y euanto
tiempo. Si en un tiempo inicial hayx bacterias k representa la cantidad de
bacterias) y despies de 5 horas la cantidad de bacterias ha aemtado, apro-
ximadamente el doble. Se puede hacer un modelo matenaticarp describir
la situacon, mediante una regla que asigne cadaa doble de este, es decir,
con la funcon f (x) = 2x. Esta regla expresa que la cantidad de bacterias au-
menta el doble cada 5 horas. Entonces si se conoce el valox de puede saber
cuantas mas habia en un determinado tiempo y as saber cuaio se pudre la
manzana. Es decir, si la cantidad inicial de bacterias &s= 10; 000, entonces
desples de 5 horas se tenda una poblacon de bacterias de;200. Esto es:
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f (10;000) = 2(10;,000) = 20;000, esto quiere decir, que aumenb el doble
y diez horas desptes tendia 40000 f (f (10; 000)) = f (20; 000) = 40; 000, y
as sucesivamente.

El sistema diramico consiste de un conjunto de posibles estadosnto
con una regla que determina el estado presente en erminos aes lestados
pasados ([12]). Es decir, el estudio de modelos matenaticogegconsideran
la evolucon en el tiempo. En el ejemplo anterior se ha emped@a a discutir
un sistema diramico simple cuyos estados son las cantidades dectbaas
en un determinado tiempo. El sistema cambia con el tiempo baja tegla
Xn = f(Xn 1) = 2X, 1, €l estado actual X,,) depende del anterior X, 1).
En este cason denota el tiempo yx, la cantidad de bacterias al tiempo
n. Otra de nicon de sistema diramico es: el estudio de una funen que se
mapea (Def. 1.1.1) en s misma, puede depender de una o vanasiables,
y el objetivo del estudio es predecir su comportamiento cuandmmbian
los paametros (valores), que involucra la funcon. El obgtivo principal de
sistemas diramicos es conocer lastructura de las orbitas (ver la seccon
(1.1.1)).

Existen dos clases de sistemas diramicos: unidimesionales y daasadi-
mensiones ([12]). Dentro de los primeros se encuentran sisterdaamicos
lineales, cuadaticos etc., y dentro de los sistemas diranos de dos dimen-
siones se encuentran, los sistemas diramicos complejos.

1.1.1. De niciones elementales de sistemas diramicos

El objetivo principal en el estudio de un sistema diramico comee men-
ciono en la seccon anterior, es conocer &structurade lasorbitas. Una forma
para ayudar a entender el concepto deorbita de una maneratiitiva es la
siguiente. Con ayuda de una calculadora de bolsillo siga los seguies pasos:

1. Escoja cualquier rumero ( por ejemplo, 1).
2. Tome como referencia alguna funcon (podra sex? 0;2).

3. Con la ayuda de alguna calculadora, aplique la funconselecir sustituir
el rumero que escogb por lax (en el ejemplo 2 0;2).

4. Del paso anterior se obtuvo un rumero (en el ejemplag&), entonces a
ese nuevo rumero se le vuelve aplicar la funcon (en el ejepto (0;8)?
0;2).
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5. Repetir el mismo procedimiento muchas veces.

Observar los resultados y comentarlos, se propone hacer vari@a@cios de
esh ndole, con diferentes funciones conocidas y diferess rumeros, por
ejemplo, la funcon exponencial, Desples de seguir este pemimiento se
obtenda una sucesbn de rumerosx; e*; €% ; eeex, ha este procedimiento se le
llama iterar una funcon, es decir, se ha iterado la funcorexponencial y a
los umeros de la suceson forman unaorbita. Realizando estproceso para
algun valor inicial x, puede observar en algunas cuantas iteraciones aparece
el mensaje de desbordamiento (over ow) en la calculadora, ehcaso de la
funcon exponencial e quiere decir que para cualquier eleccon de las ite-
raciones sucesivas de la exponencial tienden (se van) al inmitDe manera
similar se puede tomar alguna otra funcon para observar que pa con algu-
nas de susorbitas. En general, existe un de nicon deorbitapara cualquier
funcon y se de ne a continuacon.

De nicon 7  Orbitas

Seaf : R! R. Laorbita de x es el conjunto de puntox, f (x), f 2(x), ...
y se denota porO(x).

Adenas del concepto deorbita, en sistemas diramicos es imp@ante con-
siderar el concepto de punto jos y el de punto perodico, pugen erminos
de ellos se describe |&%ructura“de los sistemas diramicos.

De nicon 8  Punto perodico

Sea fR! R el punto x es un punto perodico de periodon de f (x) si
existen, tal que f "(x) = x. Perof(x) 6 x para0<i<n .

El menor entero positivon para el quef"(x) = x es llamado periodo
principal de x y es de periodm si y Dlo si, X es punto jo de f".

De nicon 9  Orbita perodica

SeafR! Ry xun punto perodico de periodon, al conjunto de iteracio-
nes dex se le llamaorbita perbdica de periodon. El rumero de elementos
de unaorbita perodica es n.

De nicon 10  Punto eventualmente perodico

Seaf : R'! R un punto X es un punto eventualmente perbdico de
periodon, si no es perbdico y9 m > 0 tal que f "*i(x) = fi(x) para todo
i m, dondef (x) es perbdico parai m.
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De nicon 11  MapeoSeaf : 1! J; tal que,| pertenece R y J pertenece
R; se dice qud es un mapeo de enJ.

Para conocer las orbitas perodicas de un sistema diramigocomo en
el caso de los puntos jos, es necesario resolver ciertas ecuagsp que en
muchas veces tienen un alto grado de di cultad, en el ejemp{ejemplo 2)
se puede notar la diferencia, entre resolver la ecuacon atiedamente, es
decir, de manera algebraica y analizar gia camente las misas, con la ayuda
de la computadora y alguin programa computacional, como pajemplo, el
\kmplot", del software libre, con el que se pueden visualizar $aga cas de
funciones. Las di cultades que se presentan mediante el neto@naltico, que
van desde equivocarse en un signo en el despeje, hasta saber de goede
soluciones tiene la ecuacon (reales o complejas), sin embagpservando la
gl ca de la funcon, el trabajo laborioso se reduce y es muy siple observar
los puntos de interseccon entre la recty = x y f (X) que se@an en este caso
los puntos jos de f (x). Para ilustrar lo anterior, consicerese el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2 La funcon f (x) = x® tiene al 0, 1 y al -1 como puntos jos.
Para probar esto, primero se procede de forma algebraica. Uidndo la
de nicon de puntos jos se tiene que:

f(x)=x;

por lo tanto X3 = x;

y factorizando, x> x=0;

se obtiene: x(x? 1)=0:

De aqu x =0,0 x2 1=0.

Resolviendox? 1 = 0; se obtiene,x = 1,y x = 1. Por lo tanto,
f (x) = x3 tiene tres puntos jos los que tamben son puntos perbdics, pues
lasunicas soluciones de la ecuacoh”(x) = x son: 0, 1y 1. Mediante una
gl ca se pueden observar los puntos en dondgx) = X, es decir, los puntos
de interseccon de las ga casy = x y f (x) (gura 1.4).
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y=x

Figura 1.4: Puntos jos: Los puntos de la interseccon que se magtran en la
gl ca corresponden a los puntos jos.



Captulo 2

Diramica de la funcon
cuadatica

El objetivo del captulo es mostrar que estudiar la diramicade una fun-
con sencilla conduce a un problema muy interesante y bastantmmplicado.
La funcon que se ha elegido, en este caso, es la funcon cuatita, esto es,
seaf. : R! R, dondef(x) = x?+ c; dondec un rumero real o dicho de
otra forma, es un paametro real. La eleccon de esta funoh como punto
de partida, es una de las propuestas principales del presentabajo. En pri-
mera instancia, se considera que la funcon cuadatica es lo sientemente
familiar para los estudiantes de losultimos semestres de nivaedio supe-
rior, dado que es parte del material que se incluye en los priras cursos de
matematicas, (el plan curricular se encuentra dentro de la gti cacon). Por
otro lado, la funcon cuadatica esutil cuando se modela natematicamente,
por ejemplo, el movimiento paralolico, esto es, el movimieotque resulta de
lanzar una piedra o patear un babn de titbol. Este tema se albrda en el cur-
so de Fsica | de cualquier bachillerato. En segunda instanciasta funcon
es el ejemplo nas sencillo desde el que se pueden explorar lasuesiras
matemnaticas propias del caos. Su origen se describe en el sigtdesjemplo:

En biologa, conunmente se requiere conocer la evolucode una cierta
especie. Supngase que se desea saber como evoluciona la pmbldeipeces
en un criadero, por lo cual, un problema importante es consiruun modelo
matematico que permita predecir la conducta de la poblacn en un tiempo
determinado. Para esto, consicerese el modelo biobgico sesencillo de cre-
cimiento de una poblacon, cuya razon de cambio en el tiemp que se denota

P . . . :
por e es directamente proporcional a la poblacon presente en urempo

11
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determinado, siendok la constante de proporcon que depende del caso en
consideracon. SiP(t) denota la poblacon en un cierto tiempot, entonces,
el modelo matenatico se expresa:

dP _
5T
La solucbn de esta ecuacbn diferencial esP(t) = Poe, y representa
la poblacon en cualquier tiempot, donde Py = P(0) es el valor inicial de
la poblacon y se supone conocida. Este modelo implica un cnedento o
decrecimiento exponencial de la poblacon. De esta forma, Isi> 0 enton-
ces, la poblacon crecera inde nidamente a trawes del tempo, en lenguaje
matematico, esto se escribira asP(t) ! 1 cuandot!1 , pero sik < 0,
entonces la poblacon disminuira y a trawes del tiempo se gtinguira, es
decir, P(t) ! 0, cuandot!1
Este modelo simple puede tamben ser estudiado matematicamt&n como
una ecuacon de diferencias de la siguiente manera. SBg, la poblacon
desples den generaciones, donde es un rumero natural. Supngase que
la poblacon de la generacon siguiente, es directamentergporcional a la
generacon presente, similar al caso anterior. Esto es:

kP:

Pn+1 = kP, donde k es una constante

Se tiene entonces:

Pl = kPo
Pz = kpl = kZPO

P3 = kP2 = k3P0

Pn = kP, 1= K"Pg

En este caso, realizando el aralisis, & > 1, P, ! 1  mientras que si
O<k< 1, entoncesP,! O.

Esta ecuacon de diferencias se puede expresar en erminos wea fun-
con. Seax = Py y seaf (x) = kx, por lo cual se nota quef (x) = Py,
f(f(x)) = k?x = Py, f(f (f(x))) = Ps, etc. Por lo que, el comportamiento

Imsicamente, el estudio de sistemas diramicos ha evolucionado a raon de entender el
comportamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Intuitivente,
una ecuacon diferencial ordinaria es una ecuacon en donde la in@gnita se encuentra en
erminos de su derivada.
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de la poblacon se relacionaa con el comportamiento de lateraciones de la
funcon, es decir, de su diramica.

En cuanto a los modelos anteriores para predecir el crecimtie de una
poblacon, se puede decir que son demasiado simples, porque solpuse
llegar a dos posibilidades, crecimiento ilimitado o extinoh. La experiencia
obtenida en el campo de la biologa sugiere que la evolucade la poblacon
de alguna especie es mucho mas complicada, debido a ello se ¢@msiderado
modelos mas plausibles, pero mas complicados, como suponeegkiste un
Imite L; para el crecimiento de la poblacorP (t) de la especie. SP(t) excede
aL, la poblacon debera decrecer, por factores tales comescasez de comida.
Por otra parte, siP(t) <L, entoncesP (t) tendera a crecer hasta alcanzar el
Imite L. Un modelo matematico que es consistente con este comportante@n

es:
dP

dt

Nbtese que este modelo di ere en el anterior por el factot.( P).
Cualitativamente, suponiendo quek > 0 se observa que:
Ejemplo 3 « SiP =1, ‘i,f = 0, esto es, si la poblacon ha tomado el
valor Imite, entonces no habra cambio en la poblacon.

= kP(L P) (2.1)

« SiP>L,4d dt
decrecer.

< 0, es decir sP ha excedido d_, la poblacon tendeil a

» SiP<L,d dt > 0, entonces la poblacon tendera a crecer.

No es difcil solucionar la ecuacon (2.1), se resuelve de maiaeexplcita
& = kP(L P) R
Integrando la ecuacon % = kdt
Por fracciones parciales se obtiene

i — 1, 1
P(L P) ~ LP + L(L P)
R R
_dP 1 1 —
R(L P) ~ ot L(L P) dp =

4+l LdP =LnP In(P L))
Por Io tanto,

L(nP In(P L))=kt+c

DespejandoP (t); con la condicon inicial P(t = 0) = Pp; nalmente se

obtiene

LPoekt LP

P(t) = =
( ) L Po + Poel‘kt (L Po)e Lkt + Po
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Desde este punto de vista, el modelo planteado quedara comphe&nte
determinado, porque se pueden estudiar las distintas solucisnde acuerdo
a los distintos valores dd., Py y k, que dependen del caso analizado.

De la misma manera que el caso anterior, se puede considerar el @od
lo usando ecuaciones de diferencias y se esperara encontesuftados muy
similares con el modelo de la ecuacon diferencial. Sin enmga, sorprenden-
temente, se encuentra que la ecuacon de diferencias coneue uno de los
sistemas diramicos mas complejos que se pueda imaginar. Pgskantear el
modelo de la ecuacon de diferencias, se considera primero wirapli cacon.
Se supone qué. = 1 es el valor Imite. Esto es, en lugar de poblacon, se
considera porcentajes de la misma. S&g el porcentaje de la poblacon en
la generaconn, en este caso la ecuacon de diferencias se escribe como:

Pn+1 = kPh(1  P,) donde k es constante

De igual manera que en el caso anterior, s&a= Py y f (X) = kx(1 Xx) que
a diferencia de la funcon anterior que era lineal, es una ifigon cuadatica
de donde se tiene que:

P1=f(x)

Pz = f(f (x))

Ps = f(f (f (x)))

Esta funcon f es conocida como funcon logstica, mapa logstico, mapa
cuadatico, mapa de Feigenbaum, pa@abola logstica de Rbert May o fun-
con de Verhulst, cuya diramica ha sido objeto de estudio de lanatemnatica
contemporanea. Actualmente el caos esh empezando a tenenal posicon
importante para la explicacon de feromenos incluso en aieias sociales. En
referencia al mapa logstico, desde una vison antropobgia se propone ([11]):
"Conjeturo que sel mas motivador realizar la ejempli ca®n en base a ella
y no mediante feromenos alejados de la semantica de la soaedy la cul-
tura, como las pistas de esqu, las palanganas vibrantes, losngulos con
rozamiento, las reacciones autocatalticas o la transforacon del panadero,
con las que los cient cos dados a la divulgacon acostumian poblar sus pe-
dagogas". Este punto de vista es consistente con el modelo constivista.
En el presente trabajo no se estudiaa la diramica de la funon cuadatica
escrita en la formaf (x) = kx(1  x), si no de la funcon f(x) = x?+ c por
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razones didacticas, adenas que desde el punto de vista de sisesmiramicos
son equivalentes ([3]). Como se ha estado mencionando, el esiutitsde el
punto de vista de sistemas diramicos, se realizaa al analizat eomporta-
miento y estructura de lasorbitas, es decir, de los puntas, f .(x), f 2(x), etc.,
para diferentes valores del paametro reat, los @lculos def [ (x) se realizan
mediante la composicon de funciones, que como ya se ha meneaim, antes
se entiende como la aplicacon sucesiva de alguna funcon eegando con
un valor inicial. Existen diversas maneras en las que se puedetudiar las
orbitas de alguna funcon, por ejemplo, se puede simplemeattomar algun
rumero y con ala ayuda de una calculadora de bolsillo se empereestudiar
lasorbitas y lo que sucede conestas. De la misma manera, perocad, con la
ayuda de una computadora, se puede usar alguna hoja de alculo es difcil
darse cuenta de que este no es para nada un trabajo sencillo, pseegsendra
gue decir que pasa para cualquier valor dey para cada valor dec. Por lo
cual, implica una gran cantidad @lculos y de tiempo, inclso con la ayuda de
las computadoras. En estos casos es de mucha utilidad y es semoitiservar
el comportamiento de lasorbitas mediante un gra cador comutacional. Con
el uso de un gra cador se considera un netodo cualitativo alteativo para
estudiar lasorbitas que es llamadaralisis ga co .

2.1. Amlisis gaco

Una forma cualitativa de observar el comportamiento de las titas de
una funcon es mediante el aralisis ga co, donde se puedebservar paso a
paso, lo que va sucediendo con los elementos de lasorbitas, retede ser
un rretodo sencillo de manejar. Antes de iniciar la explicash del metodo
ga co que intuitivamente sirve para observar el comportamento de una
orbita,se analizam la ga ca de la funcon cuadatica , para observar como
se comporta cuando cambia el valor de En la ga ca correspondiente a la
funcon cuadatica f(x); guras (4.5, 2.2 y 2.3) respectivamente, se muestra
su comportamiento.

Parac > 0, la ga ca se encuentra por encima del eje X, ver gura (4.5).

Para c =0, la ga ca se encuentra sobre el eje X, ver gura (2.2) y

parac < 0, la ga ca se encuentra por debajo del eje X, ver gura (2.3).
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fx)=x"

Figura 2.1: Ga ca de f(x) = x?>+ ccuandoc=0

f(x)=x%c

Figura 2.2: Gaca de f.(x) = x?+ c cuandoc > 0

f(x)=xX+c

Figura 2.3: Ga ca de f(x) = x?>+ c cuanda < 0
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El aralisis ga co (ver [3]) se hace de la siguiente forma:

1. Se graca la funcon que se quiere analizar, en este caso, se&como
ejemplo,f (x) = x2.

f(x)=x2

Figura 2.4: G ca de la funcbn f (x) = x2, primer paso.

2. Luego se gra ca la funcon identidady = x.

f(x)=x?

f(x)=x

Figura 2.5:f (x) = x? y y = X, segundo paso.
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3. Se toma un puntox, sobre el ejé?%*y se le asocia con un segmento de
recta paralela al eje®’y®? que comienza ernx, y termina donde se inter-
secta con la ga ca correspondiente d (x), en el punto de coordenadas
(Xo0; T (X0)); obteniendo as la primera iteracon f (Xg).

f(x)=x

f(x)=x2

9
(xo flx))

Figura 2.6: Se unexg con ¢ un segmento, tercer paso.

4. Desples se asocia este puntp a la recta con otro segmento de recta
paralelo al eje®%®°que comienza erg; y termina en la recta corres-
pondiente a la ga ca de la funcon lineal, en el punto de cordenadas

% = (f (X0); f (X0)).

f(x)=x

f(x)=x2

CH

q2 )
o fi
.ty 0

Figura 2.7: Se obtieneyp, cuarto paso.

5. Asociando el puntay, del paso anterior, con un segmento de recta para-
lelo al eje®Y°%con la ga ca de f (x), obteniendo el punto € (Xo); f (f (X0))) =

(f (X0); f 2(X0)) = k.
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f(x)=x

f(x)=x 2

(M n oy
K (X6 T0))

Y,

(f(xo), f(f(x9))

Xo X

Figura 2.8: Se obtiene deg, quinto paso.

6. Se repiten los dos pasos anteriores, unay otra vez, obtegietos puntos
i, Gk, G, eftc.

(f 2(x0); (f 2(x0)) = u;

(f 2(x0); T (f 2(x0))) = ( T 2(x0); T 3(X0)) = G;
(f 3(x0); T 3(x0)) = G

(F3(x0); T (F 3(x0))) = ( f3(x0); f*(X0)) = @,
(f*(x0); f *(x0)) =

(f *(x0); T (f *(X0))) = ( f*(X0); T >(X0)) =
(f >(x0); f °(X0)) = Gho,

(f 5(x0);  (F >(%0))) = ( f°(X0); T ®(X0)) = Ch1;
(f °(x0); T ®(X0)) = Cha; i

Con este procedimiento se pueden ir obteniendo los puntpsie laorbita
de cualquierxy enf (x), que son todos las ordenadas;() de los puntos de
coordenadasX;, yi)=¢q, 1> 0,iZ .
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f(x)=x

f(x)=x? q,

a1
(f(xo), f(x9) (%o f(%o))
q q)

(f(xg), f(f(x9))

q, X X

Figura 2.9: Ga ca de como se obtienen losj, pason.
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La ordenada §;) de los puntosg R? de la recta correspondiente, a la
gl ca de la funcon lineal y = x, que a la vez son los puntos de las iteracio-
nes def (x), se van relacionando con los puntos de la ga ca de la furan
cuadatica y as, se puede observar ficilmente, al menos alitativamente, en
donde se encuentran los puntos y su paton de comportamient@am@ cada
valor de xo. Para llevar a cabo este proceso, es conveniente utilizar waig
software diramico de geometra, como elCabri en Windows o elKig, del
software libre, con los cuales se pueden crear algunos progearsimples, (ver
pacticas propuestas 1) que puedan simular el comportamieatde los pun-
tos de lasorbitas. Existen trabajos en donde se ha propuesto ldilizacon
del Cabri.®" la ensenanza de la funcon cuadatica (ver por ejemplo [3] El
aralisis ga co, es un netodo pactico que puede ser anakado como una
herramienta mas, para ayudar a que el aprendizaje sea signitb@ en la
enseanza del tema de sistemas diramicos.

2.2. Orbitas de la funcon cuadatica

En esta seccbn se estudiaan lasorbitas de la funcorf (x) = x?+ c, para
algunos valores de mediante el netodo del aralisis gia co.

Ejemplo 4 Aralisis de laorbita de f (x) = x2+ ¢ tomando como valor inicial
Xo =1; cuandoc=1.

Sea el punto (10) R?y aplicando el netodo ga co, se empieza con un
segmento de recta paralelo al efy°desde el punto (10); hasta el punto
de interseccbn con la ga ca de la funcon f (x) = x? + 1, el cual correspon-
der al punto de coordenadas (If (1))=(1;2), y este nuevo punto se asocia
con un segmento de recta paralelo al ef®con la rectay = x, estando
ahora en el punto de coordenadas ;(2), ahora se vuelve asociar el punto
de coordenadas (), con un segmento de recta paralelo al ef§°hasta el
punto de interseccon con la ga ca de la funcon f (x) = x2 + 1, que es el
punto en el plano (2f 2(1))=(2 ; 5), se repite el procedimiento de unir con un
segmento de recta paralelo al ef&%con el punto anterior a la rectay = x
obteniendo las coordenadas del punto |(5), el procedimiento que se repite
una y otra vez es: Del punto inicial a la ga ca cuadatica, de la ga ca de
la funcon cuadatica a la ga ca de la funcon identida d, es decir, a la rec-
ta (xo-pambola-recta-pambola, etc.), obteniendo el punto §;f 3Y)=(5; 26)
y as sucesivamente, es decir, se pueden obtener Jpgque son los elementos
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gue forman lasorbitas, en este caso, los puntos de laorbita s@ada vez nas
grandes(ver la gura 2.10), es decir, tienden al in nito.

f(x)=x +1

1,0)

Figura 2.10: Obtencbn de los puntos de la orbita dex? + 1 mediante el
nmetodo del aralisis ga co, con xo =1y c=1.

Los puntos de laorbita se pueden obtener con una calculadode bolsillo,
aplicando repetidamente la funcon:
Xo=1
f(xo)=f(Q)=(1)?+1=1+1=2
f(f(xo)=f(fQA)=f2)=(2)?+1=4+1=5
f(f(f (X)) = f(f?(x0) = f(f2(1)=f(B)=(5)?+1=25+1=26
f(f (f (f (x0))) = f(f3(x0)) = f(f3(1))= f(26)=(26)>+1=676+1=677
f(f (F (f (f (x0)))) = f(f*(xo)) = f(f*Q)) = f(677) = (677)%> +1 = 458330
FOEEEE X)) = f(F5(x0)) = T(F>(1)) = (458330) = (458330) +
1=2;1006638 10
etc. etc. ...
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De esta manera, se llega a la misma concluson que con el nmetoda p.

P: | Xo 1
P2 | f(xo) |2
Ps | f2(xo) | 5

P, fS(Xo) 26

Ps f4(Xo) 677

Ps | f5(xo) | 45558330

P, | f5(xo) | 21006638 10M

I:)n fn (XO)

1

Ejemplo 5 Analizar laorbita de f(x) = x>+ c,conxo= 1lyc=1, de
forma nunrerica y con el netodo del aralisis ga co.
Aralisis ga co

2
f(x)=x+1
y
y=X
(5.2 6,26)
2,5 {5
(-1,2) (2.2)
10 : X

Figura 2.11: Metodo gia co para analizar los puntosq.
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Nunericamente, sixo = 1yc=1, entonces:
Xo= 1
f(xo)=f( 1)=( 1)°+1=1+1=2
fE(xo)=F(( ))=f2)=()2+1=4+1=5
f(f(f(x0)= f(f?(xo)=f(f2( 1)=f(5)=(5)2+1=25+1=26
f(f(f(f(x0) = f(f3(x0) = f(f3( 1)) = f(26)=(26)°+1=676+1=
677
f(f (f (f (f (x0))) = f(f%xo))= f(f4( 1)) = f(677)=(677)>+1 = 458330
F(F(F(F(F(F(x))))) = F(F3(x0)) = f(F°( 1)) = f(458330) = (458330) +
1=2;1006638 10
etc. etc. ...

De aqu se obtiene la misma concluson que con el netodo geco.

Pi | Xo -1
P2 | f(x0) |2
P3 f 2(X0) 5

Py fg(Xo) 26

Ps f4(X0) 677

Pg | f5(xo) | 45558330

P, | f5(xo) | 21006638 10M

I:)n fn (XO)

1

Este mismo aralisis se puede hacer parfa(x) = x? + ¢, con diferentes
valores de los pammetroc y Xq, pero como se puede apreciar es un trabajo
bastante arduo.

2.2.1. Anlisis de los puntos jos

En primera instancia, de manera ge ca es posible saber si unarfabn
tiene puntos jos, o no, observando en donde se intersecta la ga de la
funcon, con la ga ca de la recta y = x; por de nicon f(x) = x (puntos
jos), ademas de que, con ayuda de los gra cadores se puedersebvar varios
de los comportamientos a la vez, como se vera nmas adelanten Ba gura
(2.12) se observa que las gia cas pueden y no intersectarse, edegpendiendo
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del valor que tomec, para el caso de la funcon cuadatica puede tener dos,
uno o ningun punto jo.

f(x)=x % ¢ y
f(x)=x % ¢ y

y=X

f(x)=x % ¢ y

y=X

Figura 2.12: Las intersecciones de las gia cas muestran lpsintos jos

Para encontrar de manera algebraica los puntos jos de la faon f.(x) =
x? + ¢, se debe resolver la ecuacbr? + ¢ = x, recordando la de nicon de
punto jo.

Por lo tanto, partiendo de la ecuacbnx? + ¢ = x y resolviendo parax
por medio de bien conocida, brmula general para la resolmgide ecuaciones
cuadaticas, p
b ¥ 4dac

2a '

X =

. P
De donde se obtiene quex = +——*:

Para que las races sean reales, se debe cumplir la siguiente glesidad:

0 1 4c
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Por lo tanto
1 4c
y
¢ I
4

Por lo cual, el paametro c debe ser menor qu% y ga camente puede

i 1 -1 1
observarse lo pasa con las ga cas y lasorbitas cuando> 3,c= ;yc< 7.
f(x)=x >+ ¢
f(x)=x %+ ¢
y=x y=X
c>1/4 T c>1/4
—y2
f(x)=x 2+ f)=x"+c
L YX y=x
c>1/4 ’—J c>1/4

Figura 2.13: Cuandoc es mayor que%, las ga cas nunca se intersectan y
todas susorbitas tienden al in nito.

Cuandoc > %1, la g&a ca que corresponde a la funcon cuadatica no toca
en ningun momento la ga ca de y = X, Sin0 que se encuentra por encima
de la recta, lo cual quiere decir, que no tiene races realess por ello, que
no tienen puntos en comnun. Si no tienen puntos en comun estaks ga cas,
implica que la funcon cuadatica, no tiene puntos jos para c > %1 y todas
lasorbitas de f tienden al in nito como es el caso dé(x) = x2+ 1 (ver la
gura del ejemplo (2.11)).
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Cuandoc = %1, las gl cas se intersectan erx = % por lo tanto, tiene un
punto jounico. En este caso, lasorbitas def . para puntos muy cercanos al
punto jo tienden a acercarse (para valores que se encuentramtie % X
%), y lasorbitas de puntos lejanos al punto jo tienden a alegrse (para valores
dex> 3yx< ). Lasorbitas de los puntos que se encuentran entre 0.5y
-0.5, son lasorbitas que tienden al punto joP; = % las dermasorbitas que
no se encuentran en este intervalo tiende al in nito.

—y 2
fly=x=r e f(x)=x2+ ¢

y=X

f)=x2+c Y f(x)=x?+c

y=X
c=0.25
X=0.5

Figura 2.14: Cuandoc = }1 se tiene ununico punto joenx = % y lasorbitas
de los puntos muy cercanos a 0 y menores qﬁjeienden al punto jo.

Cuandoc < %1, la g ca toca en dos puntos a la rectay = x. Aqu las

orbitas ya no son tan predecibles como en los casos anterioneses aparecen
dos puntos jos, uno por la derecha y otro por la izquierda. Sd&, el punto

jo mas grande(derecha) y P el punto jo mas pequeno (izquierda) ([4]).
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Del aralisis ga co, parece ser que si < ¢ < %, lasorbitas que se encuentran
entre P < xy < P, tienden al punto P y para lasorbitas de los puntos
gue se encuentran entr® > x, > P, tienden al in nito. Pero si se sigue
variando el valor dec, no es para nada fcil predecir que pasa con lasorbitas
pues son muy variables dependiendo de la posicon del puntadml Xo.

, f(x)=x % c
f(x)=x"+c
y=X y=X
c<1l/4
c<1/4 ‘HT
2
f(x)=x"+ ¢ f(x)=x +c
y=X y=x

c<1/4 c<1/4 T—EV

Figura 2.15: Cuandoc es menor queﬁl1 se tienen dos puntos jos y el com-
portamiento de lasorbitas ya no es predecible.

2.2.2. Puntos especiales

Dentro del conjunto de los puntos jos existen otros subtiposelpuntos
como son:

De nicon 12 Punto crtico
Un punto x es un punto crtico de f si f {x) = 0. El punto crtico es no
degenerado sf °{x) 6 0. El punto critico es degenerado sf °¢x) = 0.
Ejemplo , f.(x) = x>+ ¢
fIx) = 2x;
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fxXx)=2
Esto quiere decir quex = 0 es un punto crtico de f. y es no degenerado
para toda x.

De nicon 13  Puntos jos atractores

SeafR! R, x esunpunto jo atractor de f, si existe un entorno abierto
| dex, tal que, paratodox | ellim,; f"(x)= x.Intuitivamente, que x sea
un punto jo atractor quiere decir que atrae lasorbitas de bdos los puntos
de su entorno.

El conjunto fx 1 tal que lim,; f"(x)= xges el conjunto de atraccon
de x, (x atrae lasorbitas de los puntos de su entorno).

f(x)=x 2 0.25
f(x)=x * 0.25
puntos atractores
f(x)=x 2+.02

Figura 2.16: Puntos jos atractores.

De nicon 14  Puntos jos repulsivos

SeafR ! R Xp es un punto jo repulsivo def, si existe un entorno
abierto | de X, tal que, para todox 6 xol el f"(x) 6 I. Intuitivamente
quiere decir quex repele lasorbitas de los puntos del entorno.
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f(x)=x% 0.2 f(x)=x2- 0.2

X

f(x)= x2- 0.6

f(x)= x 2 0.25

Figura 2.17: Puntos jos repulsivos, los puntos de lasorbita tienden a ale-
jarse.

De nicon 15  Punto eventualmente jo
Sea fR! R los puntos eventualmente jos def, son todos los puntos
qgue cumplen con lo siguientef."*! (x) = f "(x).

2
f(x)=x"-0.9 f(x)=x%- 0.8

—v 2
f9=x"-0.9 f)=x 2 1.2

Figura 2.18: Punto eventualmente jo.

El comportamiento de las orbitas no es tan predecible a simgplvista
cuando‘—l1 >c> 2. Como se puede ver en las gia cas, existenorbitas que
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se van hacia un punto jo para ciertos valores de, pero para otros valores
diferentes dec laorbita tiende al in nito; y para otros valores no se acercaa
algin punto en especial. Tamben cuando se toman valores éifentes dex, los
puntos de lasorbitas no son predecibles a simple vista. Los dos especiales
a los que tienden lasorbitas son: puntos atractores, puntogpelentes, puntos
perodicos, puntos eventualmente perodicos, etetera.

f(x)=x * ¢
f(x)=x “e )

y=X

c<1/4 T c<1/4

1

-

y=X

f(x)=x %+ C f(x)=x2+c

y=X y=X

c<1/4 c<1/4

=

Figura 2.19: Cuandoc es menor que}1 existe una variedad de puntos jos:
Atractores, repelentes, perbdicos, eventualmente perados, etetera.

2.3. Anlisis de la funcon f «(Xo)

A continuacbn se muestra un estudio simple de la diramica dé;(x) =
x?+ ¢, espec camente para cuanda = 0. Se muestran los puntos especiales,
el comportamiento de susorbitas; de forma ga ca y hacienddos alculos,
tamben se muestra, como hacer los alculos mas fcilmer con ayuda de
la computadora. Uno de los casos nas simple en la diramica de fiancon
cuadatica es cuandoc = 0.
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f(x)= x? Xg =0 Xg = 0.1 xg = 0.01 Xxg = 0.1

X0 0 0.1 0.01 0.1

f(xo) 0 0.01 0.0001 0.01

f2(xp) 0 0.0001 1;0 10 8 0001

f3(xp) 0 ;0 10 8 1,0 10 16 1,0 10 8

f4(x0) 0 1;0 10 16 1,0 10 1,0 10 16

f5(x0) 0 1;0 10 2 1,0 10 1,0 10 3

f8(xp) 0 1;0 10 % 1;0 10 128 1,0 10 %

f7(xp) 0 1;0 10 128 1,0 10 256 1,0 10 128

8(xp) 0 1;0 10 256 1,0 10 512 1,0 10 256

f9(xp) 0 1;0 10 512 1;0 10 1024 1,0 10 512
# # # #

lim pin f"(xp) | O 0 0 0

Cuadro 2.1:Orbitas de f (x) = x? para algunos valores deg muy cercanos
ao0.

En el cuadro (2.1), se muestran algunos puntos de las orbitasam la
funcon f (x) = x2. Los puntos fueron calculados con ayuda de una compu-
tadora, mediante un programa computacional, que realizadaalculos de las
iteraciones para cuanda = 0 y tomando Xo muy cercanos a 0, los @lculos
tamben se pueden realizar en una hoja de @lculd. Al observar, tanto los
datos del cuadro (2.1) como el aralisis ga co de la gura (220), se puede
inferir que: Para valores dexy cercanos a cero laorbita tiende a cero.

Figura 2.20: Aralisis g co de f (x) = x?, cuandox, esh muy cerca dex = 0

2Los programas que se utilizaron para obtener los puntos de lasorbitas, se encuean
en el aendice A mgina 85
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f(x)= x2 x =1 x = 0.9 x =0.5

X0 1 9 5

f(xo) 1 181 125

f2(xp) 1 16561 ;0625

f3(xo) 1 143047 3:9063 10 3

f4(xo) 1 11853 1:5259 10 °

f5(xp) 1 3:4337 10 ? 2:3283 10 1

£8(xp) 1 1:179 10 3 5:421 10 2°

f7(xo) 1 1:3901 10 © 2:9387 10 ¥

£8(xp) 1 1:9323 10 2 | 8:6362 10 8

f9(xp) 1 3:7339 10 2* | 7:4583 10

£10(x0) 1 1:3942 10 4 | 5:5627 10 399
# # #

lim i1 fn(Xo) 1 0 0

Cuadro 2.2: Los datos corresponden a los primeros puntos detaita de
f(x) = x2 conxg < 1.

Del cuadro (2.2) donde se itera la funcorf (x) = x2, para0 x 1y
de la gura (2.21) se puede inferir que los puntos de laorbitdenden a cero.

Figura 2.21: Aralisis ga co de f (x) = x? cuandoxg €S menor que uno.

En el cuadro (2.3), se puede observar que para valoresxgeras grandes
gue uno Ko > 1) lasorbitas tienden al in nito.
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f(x)= x2 x=1;1 Xx=1;5

X0 1:1 1:9

f (xo) 1:21 3:61

f2(x0) 1:4641 13: 032

f3(xo) 2:1436 169: 84

f4(x0) 4:595 28844 :

f5(x0) 21:114 8:3198 108
f9(x0) 445: 79 6:922 10Y
f7(xo) 1:9873 10° 4:7914 10%
f8(xg) 3:9494 1010 | 2:2057 107!
£9(xo) 1:5597 102! | 5:2704 10%?
10 (x0) 2:4328 1042 | 2:7777 102
. # #

lim niz " (xo0) 1 1

Cuadro 2.3: Primeros puntos de lasorbitas dé (x) = x? cuandoxg > 1.

Figura 2.22: Aralisis ga co de f (x) = x? cuandox, es mayor que uno. Con
el aralisis ga co se observa que efectivamente, las orbita de f (x) = x?
tienden al in nito cuando Xp €s mayor que uno.
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En concluson sobre la diramica de la funconf (x) = x?, ga camente se
in ere:

f"(x)!'1 sijxj> 1,

f"(x)! O Sijxj < 1;

fr@! 1 para todo n

f"C 1! 1 sin 1

Ver las guras (2.20, 2.21y 2.22).

Comparando el aralisis gia co, con los datos de los cuadrose puede
decir que:

» Todas lasorbitas tienden al o a 0, excepto en 1y en 1.
= El 1 yelOsonpuntos jos,y el 1esun puntoeventualmente jo.

= Se puede observar que existen dos puntos jos, un punto jo atrem
y un punto jo repelente, el punto jo atractor es P y el punto jo
repelenteP, . ElI 0 es un punto jo atractor, subsecuentemente los pun-
tos cercanos tienenorbitas que tienden a 0, por otro lado] & es un
punto repelente, ya que lasorbitas tienden a alejarse dele

2.4. Orbitas perodicas

En el aralisis ga co, se puede observar o que ocurre con losuptos
especiales, a partir de analizar el comportamiento de los postde las ite-
raciones, hasta esta seccon se han mostrado los puntos jos t€x), ga -
camente y haciendo los @lculos para obtener los puntos darha nunerica,
pero >qe pasa? con los puntos jos perodicos, es decir, lasluciones de las
siguientes ecuacioneis(x) = x, f 2(x) = x, f3(x) = x, f#(x) = x, f3(x) = x,
etc., (ver de nicon de puntos perodicos en la seccon 11.1), para cono-
cer los puntos jos def.(x), basta con resolver algebraicamente la ecuacon
cuadatica y analizar sus races, para encontrar los puntogos perbdicos
de f(x) = x (o puntos perbdicos de periodon); (n 3 n es un entero
positivo), es complicado, porque las ecuaciones que se temaique resolver
son las siguientes:

» f2(X) = X
fE(X)=f(x2+¢c)=(x*>+0)?+¢cC

x*+2x%c+ &+ c= X
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x*+ 2x°c+ x+c?+c=0

» F3(X) = X

FEE)) = f(F(x2+ Q)= f(x*+2x%c+ 2+ ¢)
(x*+2x%c+ 2+ €2+ c= x®+2(2x*x%c) + (2 + ©)?

x8+4x8c+ (2 + 0)? = x

x8+ 4x%c x+(c®+¢)?=0

» F4(X)= X

xB® +ax™+bx¥P+: x+f=0

» f3(X)= X

x32+: x+g=0

El asunto se complicara mas, si la funcon bajo estudio fuera tigo-
nonetrica, logartmica, exponencial, etc., 0 si se tomara ma ecuacon que
fuese alguna combinacon entre ellas, porque implicara leesolucon de ecua-
ciones de esa naturaleza, como por ejempkxsen(bx) = 0, Inx 3 =0,

g = a, ax>+ bx? + cx+ d =0 para resolver este tipo de ecuaciones se tiene
gue usar un nretodo iterativo ver por ejemplo ([1]).

Regresando al caso en consideracon, es decir; la ecuacomdsatica ele-
vada a una potencian, para resolver una ecuacon de cuarto grado, no es una
cosa sencilla y para resolver una ecuacon de quinto grado o mayo existe
un mretodo analtico para encontrar una solucon. Sin embago, mediante un
aralisis ga co se puede saber a priori si alguna ecuacon dese tipo tiene
races o no, es decir puntos perodicos de periodo.

Por medio de una ga ca, se puede saber si una ecuacon tiene golones
0 no, en caso de la ga ca de la gura (2.23) corresponde a unarfobn de
cuarto grado la cual puede intersectar a la recta= x, de cero hasta cuatro
veces, lo cual quiere decir que una funcon de cuarto gradogue tener hasta
cuatro races reales y por lo tanto,f 2(x) puede tener hasta cuatro puntos
perodicos de periodo 2.



2.4. ORBITAS PERI ODICAS 37

f(x)= ax*+ by’ +cX +dx + e

Figura 2.23: Una funcon de cuarto grado puede llegar a tendrasta cuatro
puntos jos (puntos de interccon), es decir, puntos de peodo dos def .(x).

De igual forma, con la ga ca de una funcbn de octavo gradd 3(x) =
x® + ax® + i en la gaca de la gura (2.24) se puede observar qué3(x)
puede intersectar a la rectay = x, de cero hasta ocho veces, lo cual quiere
decir quef 3(x) puede tener hasta ocho puntos perbdicos de periodo 3, los
cuales corresponden a los puntos jos de la ecuacon de oabagrado, que es
la solucbn de la ecuaconf 3(x) = x.

Figura 2.24:f (x) = ax®+ bx"+ cx®+ dx> + ex* + fx 3+ gx?+ hx + i: Una
funcon de octavo grado puede llegar a tener hasta ocho pustgoso puntos
perodicos.
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De nicon 16  Puntos perodicos repulsores

Seaf : R! R, un punto x perodico de periodon es repulsor si,
jfMYx)j > 1. x es un punto de periodon repulsor def (x), si y 2lo si,
X es un punto repulsor dd "(x). Si f es continua, todos los punto$x, f (x),
f2(x), f" }(x)g son simulaneamente repulsores.

De nicon 17  Puntos perbdicos atractores

SeafR! R, un punto perodico de periodon es atractor si,j(f "){x)j <
1. X es un punto de periodan atractor de f (x), si y ®lo si, x es un pun-
to atractor de f "(x). Si f (x) es continua, todos los puntos x, f(x), f 2(x),
f " 1(x)g son simulaneamente atractores.

Ejemplo 6 Orbitas periodicas atractoras

Sea la funconf(x), conc= 1, esdecirf ;= x> 1. Se puede mostrar
gue tieneorbitas perodicas de periodo dos en -1 y 0. Tangni que susorbitas
son atractoras y tiene cuatros puntos perodicos.

Para encontrar los puntos jos y puntos perodicos, se tieneque resolver
las ecuaciones:

1. x> 1= x (para encontrar los puntos jos).

2. (x> 1) 1=x* 2x?= x (para encontrar los puntos perbdicos).

La primera ecuacbn corresponde a una ecuacon cuadat& que se puede
resolver, por medio de la brmula generalp = —2—%-% obteniendoP y
P. . Para resolver la segunda ecuacon que es una ecuacon de rtagrado,
no es un caso simple, pero observando la ga ca (2.25), se pueddrservar
los cuatro puntos perbdicos que tiene; son los puntos de @rseccon que
muestra la gia ca.

Mediante el aralisis ga co, se puede observar e inferir el coportamiento
de los puntos perodicos, en la gura (2.25) se observan las ersecciones que
corresponden a los puntos jos y a los puntos perodicos. Lasagas que
corresponden a las funcionek ; = x? 1, la cual tiene dos puntos jos

pt = 1 Pz f2 — 2 2 . ; i
= =———yfa(x)=(x 1) 1;que tiene cuatro puntos perodicos.
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Puntos fijos

\ Puntos perdeiCOS

Figura 2.25: Los puntos de interseccon muestran los puntogos y puntos
perbdicos. La interseccon de las ga cas de las funcioref (x) = x (Inea

recta inclinada a 45 grados) yf (x) = x? 1 (pambola), muestra los dos
puntos jos. La interseccon de las gacas de las funcioned (x) = x vy

f(x)=(x? 1)> 1=f2, muestralos cuatro puntos perodicos.

e

Figura 2.26: Orbitas perbdicas de periodo dos de la funcorf ; = x2 1;
mediante el analisis gia co. Lasorbitas de 1y el O sonorbitas perodicas y
lasorbitas que se encuentran entre los puntoB y P, oscilan entre 1y 0.
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En la ga ca de la gura (2.26), se muestran la tendencias de B puntos
gue conforman lasorbitas paraxy, y se observa que si el valor absoluto dg
es mayor al punto jo mayor (lado derecho)jxej > P * entonces lasorbitas
tienden al in nito. Pero lasorbitas que se encuentran entrdos puntos jos
P (lado izquierdo) y P, , oscilan entre 1y 0. Dentro de los cuatro puntos

perddicos esan el 1, el 0y~ peroel 1y el 0 tienen la peculiaridad
dequef( 1)=0y f(0)= 1, locual quiere decir, que lasorbitas del 1y
0 sonorbitas perodicas uorbitas cclicas de periodo de.

Del aralisis gl co, se pueden inferir los comportamientogle lasorbitas,
pero eso no es su ciente para armar que se cumple para cualquialor
gue se le asigne al pammetra@. Formalmente en erminos matenaticos, pa-
ra armar dicho comportamiento, se tendra que realizar la @mostracon
matemnatica correspondiente.

De acuerdo con la de nicon de punto perbdico y deorbita perodica, las
orbitas de segundo periodo solamente pueden ser los conjunfosnados por
fXo, fc(X0)g (el conjunto solamente contienen dos elementos), es decmhiia
perodica de periodo 2, aralogamente la orbita perodica de tercer periodo
es el conjunto:f xq, f¢(Xo), f2(X0)g, (laorbita de tercer periodo solamente
contiene tres elementos). Laorbita perodica def [ esta formada por el con-
junto de puntos: fxo, f¢(Xo), f2(Xo); ::f 0 1(X0)g, donden = 1;2;3;4; etc es
un rumero entero positivo tamben se cumple que: cada puntoallaorbita es
un punto perodico, y el conjunto que forma laorbita contienen elementos.

Ejemplo 7 Orbitas perodicas

A continuacon se muestran dos ejemplos de orbitas perbdaias; los dos
se muestran ga camente (guras 2.27 y 2.28). Tamben se muesan en el
cuadro (2.4) algunos datos, los cuales fueron obtenidos reahdo los @lculos
con ayuda de la computadora, los datos corresponde a los puntue con-
forman lasorbitas, es decir, que los puntos de lasorbitas sauestran en el
cuadro (2.4). En las ga cas de las guras (2.27 y 2.28) se mg#&a la tenden-
cia de laorbita perbdica de periodo dos formada por el cganto siguiente:
f-0.661894977, -0.661895087Laorbita se obtiene de la ecuacon cuadatica
cuandoc= 1;1, es decir,f 1.1(X), y laorbita perodica de periodo cuatro
cuandoc= 1;3,10.241619542, -1.24161994, 0.241620138, -1.2416f1 ¥4l
decir, def 1.3(x), respectivamente.
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-0.661895037
-0.661894977
Ve

Figura 2.27:Orbita perodica cuando c=1.1 yxo = 0.661894977.
0=1-0.661894977, -0.661895087

-1.24161971  0.241620138
-1.24161994 0.241619542

-1.3

Figura 2.28:Orbita perodica cuando c=1.3 y Xo = 0.241619542.
O=f 0.241619542, -1.24161994, 0.241620138, -1.24164971
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Para estimar lasorbitas perbdicas def(x), es muy necesaria la ayuda
de la computadora, mediante un programa computacional quealice los
@lculos (ver el apendice C mgina 91 ), los datos que se mstan en el cuadro
(2.4) fueron encontrado por el programa que se encuentra eragéndice C.

De acuerdo con la teora que se ha venido mencionando, parateter
los puntos especiales, necesariamente se tendran que resod@raciones de
qguinto grado y como ya tamben se mencioro es muy complicad®ara re-
solver ecuaciones de quinto grado y mayores se debe hacer nmeiana
ecnica de aproximacon; los datos que se presentan en el dra (2.4), son
aproximaciones nurnrericas de los puntos de lasorbitas.

En el cuadro (2.4), se resaltan los puntos perodicos. El progma nuneri-
CO que se uso, para obtener los daros del cuadro utiliza una ds tnicas
mas conocidas para aproximar las races, (ver el apendic€ en la pagina 91).
El programa encuentra los puntos perodicos y cuando enautea un punto
perodico, entonces realiza los @lculos para encontrdos puntos de laorbita.

Ejemplo 8 Puntos perodicos

Supongamos que el programa encuentra un punto perodico geriodo 2
(ver la gura 2.27), donde el punto perodico e = 0.661894977, entonces
el programa procede a encontrar los puntos de laorbita pedica, que en
este caso, es un conjunto de dos elementos distintos, es deciorléta: f
-0.661894977, -0.66189508 e igual forma para el caso de la gura 2.28 el
programa encuentra un punto perodico de cuarto perodio xo = 0.241619542
y el programa calcula laorbitaf 0.241619542, -1.24161994, 0.241620138, -
1.24161971% 3.

SLos datos que se encuentran en el cuadro (2.4) se pueden conrma reproduciendo
reproduciendo el programa computacional que se encuentra en el agendice B en la pagina
89



2.4. ORBITAS PERI ODICAS

f&c=-11

flc= 1,3

flc= 1,38

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

@OO\ICDm-bQJI\JI—‘C>><3

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

-0.661895037

-1.24161994

-1.29372537

-0.661894977

0.241620138

0.293725342

-0.661895037

-1.24161971

-1.29372537

-0.661894977

0.241619542

0.293725342

43

Cuadro 2.4: Puntos de lasorbitas. Los puntos que resaltan soruptos pe-

rodicos.
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Captulo 3

Diagrama de bifurcacon

En el estudio del sistema diramicd .(x) = x? + ¢ existen, varias di cul-
tades, tanto ga cas como analticas. Estas comienzan cuarase requieren
calcular las iteraciones @rbitas) de la funcon para alguos valores de. Asi-
mismo, para obtener los puntos perodicos, muchas veces el sigfa diramico
se vuelve sumamente complicado, ya que para realizar un estudampleto
se tienen que analizar todas las orbitas para un cierto intgalo de puntos
para observar qie es lo que pasa ah, es decir que tipo deotas se producen
para cada valor diferente dee. Como ya se mencioro antes, esto requiere de
mucho trabajo, pero que con ayuda de las computadoras se puetdrimizar,
al implementar un programa computacional. Una manera chsicde estudiar
las orbitas, al menos de forma intuitiva es: Dado un valor parx,, en este
caso se ha tomado et, = 0O, se itera la funcon f[(Xo), n-veces (n=1, 2,
3, 4, 5, etc.); es decir laorbita del ceraO(0), y tamben se varia el valor
de c en un cierto intervalo; en este caso deZb a 2. Si los puntos forman
unaorbita atractora, es decir, que no tienda al in nito, ertonces los puntos
obtenidos de las iteraciones se gra can en un sistema de ejesrdepados;
en 2 dimensiones, en donde el eje horizontal representa el valerc y en
el eje vertical los valores de los puntos de lasorbitas. En ajendice D en
la pagina 93, se muestra un programa que calcula los puntos dsdebitas
(atractoras) del cero, y estos puntos reproducen la gura (3\1las orbitas
del cero cuando se vara el paametrcac, y se deja jo axo = 0. A la gura
(3.1) se lellama diagrama de bifurcacon , y en este caso, las condiciones
que se utilizaron para llevar acabo la ga ca sonf o(xg) = X%+ cconxy =0,

y variando ac desdec = £, hastac = 2. De hecho, se obtiene la misma
gl ca para algin xg en el intervalo (Q 1).

45
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Diagrama de bifurcacon.

orbitas atractoras de f(x)

c

Figura 3.1: Esta gura corresponde a la ga ca formada por logpuntos de

las orbitas atractoras (eje "y ") de f.(x) = x2+ ¢, con xq = 0; contra el

paemetro c (eje "x ") de 2<c< 3.
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3.1. Analisis para 2<c<

ENI

Para empezar a entender la informacon que provee el diagna de bifur-
cacon, es necesario, recordar el comportamiento de ladmtas del sistema
diramico de la funcon cuadatica. Mediante el aralisis ga co, se pudo ob-
servar que lasorbitas son muy variables, y para, mayor que%l, todas las
orbitas tienden al in nito. Es por ello, que en el diagrama & bifurcacon no
aparecen estos puntos. Pero, para los valores @que se encuentran entre -2
y %1 las orbitas tienden a diferentes puntos, dependiendo deblor de c. Es
aqu donde se reproduce el diagrama de bifurcacon (3.2)uendo se calculan
lasorbitas de la funcon cuadatica y donde c toma valores del intervalo de
-2 a%. Para los valores de < 2, tanto en el aralisis ga co, como nureri-
camente o en el diagrama de bifurcacon aparecen, muchascditades para
calcular los puntos importantes del sistema. En este caso, laatmca es
mucho mas complicada y no se dia mucho al respecto, porquegeiere de
matematicas nmas avanzadas.

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacon.
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En el diagrama de bifurcacon, se observa un paton de compt@miento
muy especial. Para algunos valores del paametimla ga ca se va separando
en dos partes, y esto tiene que ver con los puntos perodicos T&x) ([4]);
pues los puntos gra cados en el diagrama de bifurcacon, sdos puntos

perodicos atractores, como se muestra a continuacon en etalisis de % <

1
C< 3.

Analticamente, para el caso cuando 2 <c< 1 ¢60, donde laorbita

poo 4 4
tiene dos puntos jos P = +—>* y fqx) = 2x), se puede vericar

fcilmente que:

= Sic= 2; entoncesP, = 3

1+ pZ 3
+ = 2 = 2
= Sic= %; entoncesP, = 1
b= 1t pﬁ_ 1
+ — 2 = 2
Por lo cual, si 2 <c< %, entonces,
1 3
— <P, < g
2 T
a denas
1< 2P, < 3;
y comof {x) = 2x
1< jfdPy)i< 3;
por lo tanto, . ;
jfg(P,,)j >1 sj > <P, < é: (3.1)
Por otro lado:
= Sic= 2;entoncesP = 1
p =1 "4 _ 1
-2 T2
= Sic= %; entoncesP = 2
P
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Por lo cual,
1 1
Z<P < I
21
entonces
1< 2P, < 1;
1< jfAP)j< 1
por lo tanto,
: : . 1 1
ifAPlj<1 si §<P <3 (3.2)

Recordando la de nicon de punto perodico atractor (de nicon 2.4), en el
intervalo ( 1;3) los puntos tienden al punto perbdico atractor (ver 3.1y
3.2).

= Sic< 2, entoncesP, > 2

1+p

2

N

P, >

NI w

Por lo tanto,
. . . 3
ifAP.)j>1  si P, > 5 (3.3)
Entonces parac < %, los puntos tienden a un punto perodico repelente.
Notar que para todoc < %, six 2 ( P,;P.),y -2 <c< 1 entonces

fox)! P

Sijxj > P ., entonces

fO(x) 11

Por esta razn, en el diagrama de bifurcacon solamente apacen los
puntos de las iteraciones cuando los puntos de laorbita tiele al punto P :

Para entender el comportamiento del diagrama de bifurcami, tamben
esutil, analizar las gi cas de las funciones dd (Xo) y f 1 (Xo) Y Sus puntos
perodicos, ya que el rumero de puntos perodicos de perdo n depende
directamente del paametroc. Haciendo el aralisis, la primera bifurcacon de
f¢(Xo) aparece para cuando = %, donde se determina que la ga cd (x) = X,
es tangente a la ga ca def ;(x) en el puntoxg = % es ah dondef .(xo) tiene
un punto jo, y aparece el primer punto en el diagrama de bifuracon e
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inmediatamente desples cuande < %, f<(Xo) tiene dos puntos josP (son
las races de la ecuacorf .(x) = x), un punto atractor por la izquierda (P )y
otro repulsor por la derecha®. ), a esta bifurcacon se le llamabifurcacon

de nodo-silla , gura (3.3), del aralisis ga co tamben se observa que pama
todo c < ;11, sijxj>P.,fl(x)!'1 . Estas razones indican que la diramica

interesante def .(xo) ocurre en el intervalol . dado por (P, ;P.).

f g
T -

JJT

Figura 3.3: Bifurcacon de nodo-silla.

En las ga cas de la gura (3.4), dondef "(x) vara ac desde%1 hasta %
se muestra qud .(x) puede tener de cero hasta dos puntos josunicamente,
dependiendo del valor que se le otorguecaTamben muestra que los puntos

perodicos def ['(x) pueden llegarunicamente a ser de periodo 2, sin importar
el valor den. Por lo cual, se puede deducir, que en el intervalo?1 <c< %
existe un punto perodico atractor de periodon. As, el diagrama de bifur-

cacon, unicamente gra ca a ese punto en ese intervalo (vergura 3.4), el
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1
4

punto jo P. (derecha)y el punto jo P (izquierda). Observando el aralisis
gl co (seccon 2.1) y el diagrama de bifurcacon ( gura 3.2), lasorbitas que

se encuentran entre % <c< %1 tienden al punto P y por tal motivo,

solamente aparece una curva en este intervalo.

f(x) 1209 f 3(x) (%)

c=0.25

c=0

¢c=-0.75

Figura 3.4: Comportamiento defc y f? con 2<c< 3.

La siguiente bifurcacon def. ocurre cuandoc = % (ver gura 3.2), en
donde los puntos tienden al punto jo neutroP , pues  {x) =2x)y
fXP )= 1 P =

entonces
faP =1
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mientras queP. es un punto perodico repelente.

ifAP.)j> 1 P, =

NI w

As, P es un punto jo neutro. Adenas, todas lasorbitas de los punts
en el intervalo (P, ;P.) tiende aP .

Para el intervalo, % <c< %, f 2(x) las ga cas muestran que se tienen
de dos a cuatro puntos jos ( gura 3.5) y porque depende tantdel valor de
n, como el valor dec, se espera que la curva del intervalo% <c< %1; se
parta en dos, como se puede ver en el diagrama de bifurcacon..

2
f(x) 7 f " %)

c=4/5

c=-1.25

Figura 3.5: Bifurcacon de doble periodo.
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3.2. Doblamiento del periodo

Mediante la observacon del diagrama de bifurcacon, se pden inferir
ciertos comportamientos, algunos de los cuales se pueden carbar analti-
camente, existen tamben comportamientos del diagrama qua se pueden
inferir ficilmente, tal es el caso, de cuande pasa a trawes de 2, donde
ocurren dos cosas, la primera es que el punto @ se vuelve repelente para
c< % y la segunda es que, una nuevaorbita perodica de periodo parece,
para cuando % <c< %, estaorbita perodica es atractora. Es fcil ver,
mediante una ga ca de f 2(x) este comportamiento, gura (3.6).

C=-0.75 C=-1 C=-1.25

Figura 3.6: Cuandoc pasa de % a g, aparece una nuevaorbita de periodo
dos.

Cuando el punto jo P se vuelve repelente y aparece una nuevaorbita
perodica, se dice que ha doblado el periodo. Se puede repetiproceso para
f2(x), y se va observando el mismo paton de comportamiento, por &gplo,
confd(x)y c= 1,5, gura (3.7), donde unaorbita de periodo 4 dobla su
periodo, produciendo un nuevo punto atractor de periodo 8.ddtinuando de
la misma forma, se esperar una sucesbn de valores@ec;, ¢, Cz, ..., €n los
cualesf ! dobla su periodo, bifur@andose y apareciendo una nuevaothi de
periodo 2.
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En la gura (3.7), se puede observar que aparecagplicas de f (x) en
los recuadros. Es una forma de saber como aparecen nuevos mmingos,
puntos perodicos, etc.; y tamben para notar que para cidos valores dec
el periodo se dobla. Una pregunta natural en este punto es >Quaga en el
Imite de esta sucesbn de doblar el periodo? Antes de intentaresponder a
esta pregunta es conveniente responder primero al cuestionanto >Cuantos
puntos perodicos tienef(x), cuandoc= 2? Ya que en el diagrama no se
ve este comportamiento, del diagrama s se puede concluir gpara ¢ = %1
empiezay que para % <c< %1, lasorbitas de f ;(x) tienden a ununico punto
perbdico, parac= 2 ocurre una bifurcacon y que de 2 <c< 2 los
puntos de laorbita tienden a dos puntos perodicos, pero eiomportamiento
de los puntos perbdicos de 2< ¢ < %, es complicado analizarlo porque

cadaorbita di ere mucho, para puntos muy cercanos.

Figura 3.7: Cuandoc= 1.5f %(x), dobla su periodo.
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_h
(e]
(o]
III
N
— N
o N

c) d)

3 =2 n

fe c=-2 fe

Figura 3.8: Las ga cas tienen exactamente 2 puntos jos (intersecciones)
para cadan cuandoc= 2.

3.3. Anlisispara c= 2

Notese que los puntos jos def.(x) cuandoc = 2 (gura 3.8), son 2
y 1,y quef(0)= 2 (gura 3.8 inciso (a)), f %,(0) = 2 (gura 3.8 inciso
(b)), es decir, que el 0 es un punto eventualmente jo §¥ , mapea los sub-
intervalos [ 2;0]y [G; 2], sobre el intervalo [ 2;2]. Esto esf , doblal. sobre
el mismo dos veces. En consecuenci&?, doblal , sobreel mismo 4 veces.
En la gura (3.8) se muestran varias ga cas def ",, donde se puede observar
que las ga cas def",, tienen exactamente 2 puntos jos para cadan. En
los cuadros (3.2, 3.3) y en las gia cas de la gura (3.8), taipen se muestran
los puntos que se van repitiendo; es decir, los puntos que genen conun
fn,conf" ', i =1;2;n 1 (anteriores). Esto quiere decir que cuando el
valor de c disminuye hasta 2, el rumero de puntos perbdicos se incrementa
notoriamente.

Por ejemplo, sed °,, la cual tiene 32 puntos jos, dos de estos sdd y
30 puntos perodicos de periodo 5 ver el cuadro (3.1), y 6bitas perodicas,
un cuadro similar se encuentra en por ejemplo, [12].
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fl(x)

O

> O
puntos fijos

-

f((x))
O
O
O 4 O
puntos fijos
f(f(f(x)) o
OO 8 OO
puntos fijos
f(F(F((x))))
co 16 @O
& puntos fijos
f(f(F(F(F(X))))) oé)o@
00
00
oO
0 0
0
0 0
0 0
OO
OO
0
o@OOO ’ 32

puntos fijos

Figura 3.9: Ga cas de f['(Xo), que muestran 2 puntos
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fox) [ F200) [ 300 [fax) [ 300 [ 1800 i) [ 800 130
2 2 2 2 pt 2

12 12
30

126

240

©o|oo| N|o|u| N w|N| - |S

504

Total

puntos
jos

Cuadro 3.1: Los rumeros de la diagonal, representan los pust perbdicos
de f X (x).

El cuadro (3.1) muestra los puntos jos que tiend[(x), n =1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8y 9 (Zultima la), los puntos perodicos (rumeros de la diagonal),
los puntos que tienen en conunf(x) con f! '(x) i =1, 2, 3, 4,5, 6, 7
y 8, el cuadro se construye a partir de los datos que se encuentem los
cuadros (3.2 y 3.3) las races dé [(x), de los cuadros se pueden calcular
aproximadamente, usando un software simholico llamado " Mamia ". Una
tabla similar puede encontrarse en ([12]). Los datos del cuadparaf 2(x) se
calculan de la siguiente manera:

» Los puntos jos def,(x), se repiten para cualquieff ['(x).

= Los puntos perodicos def 2(x), se repiten paraf " (x), olo si n es par.

= Los puntos perbdicos def 3(x), se repiten para todos los nultiplos de
n=3.

= Los puntos perbdicos def J(x), se repiten para todos los multiplos de
n=4.

Por lo tanto, para f 2(x) si tiene 2 puntos jos, de los cuales 2, coinciden
con los def 2(x) y 6, son los mismos que los puntos perbdicos dg(x), pues
9 es nultiplo de 3, por lo tanto, el rumero de puntos perbdcos def 2(x) son
2° 2 6 =504. Los cuadros (3.2) y (3.3) muestran todos los puntos $o
de f 1(x) para cuandon = 1;2;3;4;5;6;7;8 yc= 2, los rumeros que se
remarcan, son los puntos que hay en cormun entfe® y f" '
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Xn f(x)= x x)= x | £3(x)= x | f3(x)= x fo(x)= x f9(x)= x f1(x) Xn f1(x)
X1 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 X 65 0.50587
X2 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 X 66 -0.51365
X3 0.61803 -1.8794 0.61803 -0.50131 0.61803 1.0419 X67 -1.0566
X4 -1.618 0.34730 -1.618 1.0579 -1.618 -0.26709 X 68 -1.0831
X5 1.5321 -0.54733 -0.28463 -1.8794 0.27127 X 69 1.0983
X6 -0.44504 1.3383 1.1601 0.34730 -0.55284 X 70 0.56131
X7 X7 -1.8019 0.18454 0.30286 1.5321 1.1238 X71 -1.1393
X8 1.2470 1.478 1.2242 -0.44504 73044 10 ? X 72 11637
Xg -1.2053 -0.65414 -1.8019 7.4194 10 2 X73 1.1796
X 10 -0.20906 -1.3097 1.2470 0.59948 X74 1.2030
X 11 ~1.7004 13779 1.9603 12192 X75 1.2415
X 12 0.89148 0.69461 0.97197 1.2580 X 76 0.31527
X 13 1.8271 1.4475 -1.9419 1.2793 X 77 -0.32020
X 14 1.8649 -1.5175 -1.9382 -0.64576 X 78 -1.2961
X 15 10563 | 95164 10 2 0.24107 0.65555 X 79 “1.3164
X 16 -1.9659 -1.5721 1.9165 1.3527 X 80 -0.17027
X17 -0.10130 19111 -1.3698 X g1 0.69166
X18 1.6415 1.3965 0.17294 Xg2 ~1.3881
X 19 0.83083 -1.9977 -0.70209 X g3 1.4054
X 20 1.6825 1362 1.4228 X84 “1.4402
X o1 17487 0.33671 0.36327 X5 “1.4566
X 22 ~0.88079 ~1.3234 14741 Xge | -0.73715
X 23 -1.7777 1.2897 0.36893 X g7 1.4895
X 24 1.8379 0.63697 -1.5071 X 8g -1.5216
X 25 1.8567 1.9627 15301 ) 1.5528
X 26 0.47152 -1.9975 24353 10 2 X 90 0.74819
X 27 -1.9083 -1.2143 0.78221 X 91 -1.5703
X 28 ~1.9190 0.14946 | 2.4736 10 2 X o2 “1.5830
X 29 1.9591 11675 ~0.79384 Xo3 1.6004
X 30 1.9639 -0.14487 1.6123 X 94 -1.6296
Xa1 1.0897 11361 1.6406 Xo5 0.41106
X 32 ~1.9909 1.0851 -0.8268 X o6 1.6578
X33 0.54168 1.6680 X 97 -0.41744
X 34 -1.0553 0.839 X 08 -1.6849
X35 0.52541 1.6944 X o9 17111
X 36 -0.70921 1.7197 X 100 -1.7362
X 37 1.4312 0.8709 X 101 -1.7441
X35 0.73068 021874 | X102 1.7602
X 39 14661 17674 | X103 | -0.22217
X 40 -1.497 -1.7831 X 104 -1.7897
X 41 1.9907 1.8050 X 105 1.8109
X a2 48327 10 2 18257 | x105 | -0.88365
X 43 1.5593 -0.91448 X 107 -1.831
X 44 -1.5943 -0.45860 X 108 1.8454
Xa5 29861 10 2 18501 | X109 0.92776
X 46 0.79873 0.46569 X110 -1.8639
X 47 1.9901 -1.868 X111 1.8813
X8 0.82257 18849 | X112 0.12169
X a9 1.6525 18975 | X113 ~1.9006
X 50 1.6729 1.9125 X114 0.95753
X51 -1.8866 1.9152 X115 -1.9264
52 19777 19287 | X116 1.9301
X53 1.8523 19410 | X117 00713
X 54 1.8430 -1.9506 X118 -1.9522
X55 0.91242 19610 | X110 1.0622
X6 1.8137 19701 | X120 1971
X57 1.979 -0.12361 X121 1.9976
X 58 -0.24869 1.978 X122 1.9787
X509 ~0.88638 19847 | X123 ~1.0852
X 60 1.7709 9902 | X124 1.9905
X 61 1.7564 -1.9945 X 125 -1.9947
X 62 0.43157 19976 | X126 ~1.9994
X63 1.7239 19994 | X127 10142
X 64 -1.7066 -0.60862 X 128 1.3334

Cuadro 3.2: Races dd ' (x)= x; n=1,; 2 3;:::7
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Xn f3(x) Xn f3(x) Xn f2(x) Xn F5(x)
X1 -1.0 X 65 0.52359 X 129 -1.0141 X193 1.0213
X2 2.0 X 66 -1.0559 X 130 1.0633 X194 -0.13436
X3 0.61803 X67 0.13542 X131 -1.0841 X 195 36958 10 2
X4 -1.618 X 68 1.1175 X132 -1.0971 X 196 1.1047
X5 -0.54733 X 69 -0.28023 X133 -1.1252 X197 0.28241
X6 1.3383 X 70 -1.1377 X134 0.57098 X 198 1.1455
X7 0.18454 X 71 -1.1656 X135 -0.03667 X 199 -1.1775
Xg 1.478 X72 -0.59455 X136 1.1972 X 200 8.6213 10 2
X9 -0.20906 X73 -0.30678 X137 1.236 X 201 1.0766,
X 10 -1.7004 X 74 1.2634 X 138 0.15875 X 202 0.63661
X11 0.89148 X 75 -1.2824 X139 -0.64142 X 203 -1.2928
X12 1.8271 X 76 1.3114 X 140 -0.32855 X 204 -0.65973
X13 1.8649 X 77 0.33111 X141 0.66471 X 205 -1.3298
X 14 -1.9563 X 78 1.3479 X 142 -1.3565 X 206 0.68276
X15 -1.9659 x79 | 85543 10 2 [ Xu43 1.3745 | X207 -0.68790
X 16 -1.2053 X 80 1.3836 X 144 -1.3923 X 208 -1.4012
X17 0.35265 X811 -0.70569 X 145 1.4185 X 209 0.256
X 18 -0.25800 X g2 1.0351 X 146 -0.51961 X 210 -1.0424
X19 -0.35538 X 83 0.71098 X147 -1.4272 X211 -1.4357
X 20 1.4444 X 84 1.4526 X 148 0.72851 X 212 -1.4613
X 21 -0.1831 X g5 -0.73396 X 149 -1.4693 X213 1.1577
X 22 1.1855 X 86 1.4857 X 150 -1.4945 X214 -1.5020
X 23 -0.75123 X g7 -0.37668 X 151 1.5108 X215 0.75682
X 24 1.518 X g8 0.3796 X 152 -1.5268 X216 -1.5338
X 25 1.5426 X 89 0.77383 X153 1.5494 X217 -1.5582
X 26 -0.77957 X 90 12224 10 ? X 154 -1.5648 X218 1.5735
X 27 112320 10 2 X 91 1.5799 X 155 -1.5886 X219 -0.79631
X 28 0.40067 X 92 1.6034 X 156 0.8022 X 220 1.6094
X 29 0.54318 X 93 -1.6238 X157 1.6324 X 221 0.81868
X 30 1.6379 X 94 -1.6465 X 158 -0.82471 X 222 -1.6518
X 31 0.20744 X 95 1.6604 X 159 1.6655 X 223 -0.61338
X 32 -1.6740 X 96 -1.6789 X 160 -0.84093 X 224 1.6873
X33 1.6921 X g7 0.84710 X161 -0.42459 X 225 -1.2552
X34 -1.7050 X o8 0.42787 X 162 1.7133 X 226 1.7176
X 35 -1.7259 X 99 0.86304 X 163 -1.73 X 227 1.7382
X 36 -0.86935 X 100 1.7421 X 164 -1.7502 X 228 -1.754
X 37 0.10996 X101 1.762 X 165 1.7656 X 229 -0.88503
X 38 -0.11082 X 102 -1.7735 X 166 -1.7770 X 230 -0.15999
X 39 1.7848 X103 1.7881 X167 0.44845 X231 -1.7958
X 40 -1.7989 X 104 1.8065 X 168 -0.4519 X 232 1.8094
X 41 0.90689 X 105 -1.8169 X 169 -1.8197 X 233 -0.91347
X 42 1.3012 X106 1.8297 X170 -1.8370 X 234 -1.8395
X 43 1.8466 X107 1.8489 X171 -0.23174 X 235 -1.8559
X 44 -0.92861 X 108 -1.8581 X172 -1.3198 X 236 1.867
X 45 0.23355 X 109 0.93532 X173 -1.8737 X 237 -1.8756
X 46 1.8822 X110 1.8840 X174 -0.47224 X 238 -1.8904
X 47 -1.8921 X111 1.8983 X175 1.8998 X 239 0.95020
X 48 0.47587 X112 -1.9059 X176 -1.9073 X 240 1.9132
X 49 -0.95702 X113 1.9145 X177 -1.9202 X 241 -1.9215
X 50 1.9270 X114 1.9281 X178 -1.9334 X 242 -1.9345
X 51 1.9396 X115 1.9405 X179 -0.97164 X 243 -1.9455
X 52 -1.9463 X116 1.951 X 180 1.9518 X 244 6.1111 10 2
X 53 -0.56666 X117 -1.9570 X181 0.97859 X 245 1.9613
X 54 1.9619 X118 -1.3659 X 182 -1.9665 X 246 1.9703
X 55 1.9708 X119 -0.06159 X 183 -1.9744 X 247 -1.9748
X 56 1.9782 X 120 1.9785 X184 -1.9817 X 248 -1.9819
X57 0.49596 X121 1.9848 X185 1.9851 X 249 0.99293
X 58 -1.9877 X122 -1.9879 X 186 1.9903 X 250 1.9904
X 59 -1.9926 X123 -1.9927 X 187 1.9945 X 251 1.9946
X 60 -1.9963 X124 1.9976 X 188 1.9976 X 252 -1.9962
X61 -1.9986 X 125 -1.9987 X 189 -0.49977 X 253 1.9994
X 62 1.9994 X 126 -1.9998 X 190 -1.9999 X 254 1.4099
X 63 0.59007 X127 -1.2167 X191 0.30441 X 255 1.2248
X 64 -1.2442 X 128 1.274 1 X192 -1.5947 X 256 -0.40376

Cuadro 3.3: Races dd '(x) = x; n=8;9
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En concluson, lo que se puede inferir del aralisis del diagnaa de bifur-
cacon (3.10):

= El diagrama de bifurcacon comienza a ser visible en= %1.

= Enelintervalo 2 <c< 1, f(0) tiene,unicamente, un punto perbdico
atractor.

= En el intervalo % <c< %, f(0), tiene dos punto perodicos atrac-
tores.

» Parac= 2,f.(0), tiene una in nidad de puntos perodicos.

Figura 3.10: El diagrama de bifurcacon, esta formado por ®puntos perodi-
cos atractores.



Captulo 4

Autosimilaridad

Volviendo el caso cuando 2 < ¢ < % y realizando un acercamiento
en el diagrama de bifurcacon, (ver la gura (4.1)), se puedaotar que el
diagrama de bifurcacon se vuelve a "reproducir".

Figura 4.1: Autosimilaridad en el diagrama de bifurcacon.

61



62 CAPITULO 4. AUTOSIMILARIDAD

En los acercamientos, tamben se puede observar, muy claranenque se
repite el paton de las bifurcaciones y el paton de las vet@anas del diagrama.

Figura 4.2: Autosimilaridad en el diagrama de bifurcacon.

Al feromeno de autosimilaridad, como el que se reproduce a partlel
diagrama de bifurcacon, matematicamente se le llama fraal, pero: >Que es
un fractal? . La de nicon de fractal, aun no est del todo establecida, pero
la mas aceptada por la ciencia es: Un cuerpo fractal es aquelegtiene la
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dimenson Topobgica estrictamente menor que su dimenson el Haussdorf-
Besucovic (dimenson fractal) ([8]). Una de nicon nas int uitiva, puede enun-
ciarse como: Un fractal es un ente geonetrico in nito. Para @ender la de ni-

con de fractal, a profundidad, es necesario, del conocimi® de matemnaticas
mas avanzadas y escapa al alcance y los objetivos del presenédajo. Pero
esto no impide, que se pueda tener como acercamiento inici@nan trata-

miento intuitivo y mencionar en forma general que los fractes tamben se
encuentra en la naturaleza ( gura 4.4), mucha gente se dedieaestudiarlos
para trata reproducirlos mediante un simulador, otras pers@s tratan a los
fractales como un arte.

Figura 4.3: Autosimilaridad de una hoja de helecho y fractalegue se pue-
den incontrar en internet, tanto generados por un algoritmonatenatico o
simplemente que se encuentran en la naturaleza.
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Figura 4.4: Fractales encontrados en internet.

4.1. Familia cuadatica de dimenson 2

En esta seccon, se mostraan algunos fractales chsicos, losiates son
consecuencia de estudiar sistemas diramicos complejos. Anteswtestrar los
fractales chsicos, se ponen a consideracon algunos de los@eptos kasicos
de rumeros complejos.

= Numeros complejos

Son rumeros que se representan de la fornza= a + bi, dondea, b
R (son rumeros reales)i = 1 (se llama rumero imaginario). Los
rumeros complejos se representan en el plano complejo comajos
de la formaa+ bi= (cos + isen ), donde se le llama el nodulo de
zy argumento dez.

o

>) a-+bi)

0

a

Figura 4.5: Representacon gra ca de los rumeros complego
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= Suma de rumeros complejos

La suma de rumeros complejos se de ne as:

(a+ bi)+(c+ di) = (a+ c)+(b+ d)i

o (atc)+(b+d
-

d—+4 ocHdi

-3

772 .

b , .o atbi

ii/l’ -7
T O L2 I S B
6 5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7

11—

C a

Figura 4.6: Suma de rumeros complejos.

= Producto de umeros complejos

El producto de rumeros complejos se de ne como sigue:
(a+ bi)(c+ di)=((ac b + (bc+ ad)i);
y en forma polar
( (cos + isen ))( Ycos®+ isen 9)= Ycog + Y+ isen( + 9:

Para multiplicar rumeros complejos se multiplican sus nodlos y se
suman sus argumentos.

= Potencia de numeros complejos

Siz=a+ bi= (cos + isen ) entonces:

z" =(a+ bi)"= "(coqgn )+ isen(n )):
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= Races de numeros complejos

Siz=a+ bi= (cos + isen ), entonces una de las races n-simas de
zes:

nP - Cos— + isen— :
n n

Existen n races n-simas de z de la forma:

nIO_cos—+& +isen—+& k=0;1 2 3 :n:
n n n n

4.1.1. Sistemas dirmamicos complejos

Dadaf :C! Cydadoz, C, labrmularecursiva z,.; = f(z,) deter-
mina una sucesbn de puntos. Esta suceson esdebita positiva O* (zp) de
Zo. La de nicon de orbita negativa  se hace tomando todas las preinagenes
se de ne laorbita negativa dezg comoO (z) = ff*(z) = (z0)jzo Ck N g.

» Siz, = zg paratodon N , se dice quezg es unpunto jo

» Siz, = zp para algun n N se dice quezy es unpunto perodico , Yy
laorbita O7(zy) es perodica o cclica . El periodo de laorbita es
el menorn con esta propiedadz, es n-perodico paraf , si y Dlo si, es
punto jo de f".

4.1.2. Conjunto de Mandelbrot

Si el amalisis y @lculos de los captulos anteriores se huésen realizado
para la funcbn cuadatica complejaf : C! C,fq(z)= z5+ ¢ 2z =0,¢c C,
las gl cas que se mostraran aralogo al diagrama de bifurcaa, sean las
gue se muestran en las guras (4.7 y 4.8), las cuales represerghnonjunto de
Mandelbrot. El conjunto de Mandelbrot se construye de la siguiée manera:
dado unz, (en este casogy = 0) se itera f.(zo) para diferentes valore<,
para el caso de la guras de esta seccon, el valor dese toma, seleccionando
una malla rectangular de [ 2;0.9] [ 1.3,1.3] del plano complejo. Entonces,
para cada punto de la malla, se calcula laorbita, hasta un cigr rumero de
iteraciones, si laorbita no se escapa, es decir, Si Sunorma es nreque cierto
rumero (en esta caso 2), el punto de la malla se pinta de color megDe la
misma manera, para los puntos que se escapan, dependiendo détagon
en la que se escape se les asigna un color (ver guras 4.7 y 4.8).
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Figura 4.7: Conjunto de Mandelbrot.

Al igual que las gia cas que se realizaron para la funcon cudatica con
rumeros reales, aqu tamben las ga cas que se reprodua@ con rumeros
complejos son fractales, es decir, tienen la propiedad de aitoilaridad (ver
gura 4.7). Las imagenes tan hermosas generadas por un frattlas podemos
observar gracias al uso de las computadoras, que son las que apwdealcular
los puntos de una forma mas \|pida y e ciente, ya que para p@&d generar una
imagen de este estilo es necesario hacer muchos @lculos. Cabaaionar que
las imagenes generadas por la computadora, no son propiarteeffractales,
ya que los fractales son un conjunto de puntos in nitos, y las ogputadoras
por poderosas que sean no podan hacer @lculos in nitas ves.

LEl programa que muestra las ga cas del conjunto de Mandelbrot ( guras 4.7 y 4.8),
se describe en los apendices (ver el apendice F mgina 99)
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Figura 4.8: Conjunto de Mandelbrot, cambiando colores.

L

Figura 4.9: Conjunto de Mandelbrot, cambiando colores y hando acerca-
mientos.
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4.1.3. Conjunto de Julia

Ahora, estudiando el sistema diramico complejb(z) = z?+ cy tomando
un rumero jo ccomplejo y variando azy, se obtiene etonjunto de Julia ,
para generar la ga ca que representa el conjunto de Julia, $ema z; en una
malla del plano complejo, se iterd.(z) y dependiendo de la iteracbn en que
se escape laorbita, se le asigna un color. las guras representainconjunto
de Julia (4.10, 4.11)2

f1.1(x)

Figura 4.10: Conjunto de Julia.

2El programa que reproduce las ga cas del conjunto de Julia (guras 4.10, 4.11),
esh en los apendices (ver el agendice G en la pagina 103)
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Figura 4.11: Conjunto de Julia, cambiando colores.
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4.1.4. EIl netodo de Newton-Raphson

Figura 4.12: Newton-Rapshon

El metodo de Newton-Raphson, es uno de los netodos nunerisomas
conocidos y poderosos para la resolucon del problema de husgla de races
de funciones, es decir, encontrar los valores de que satisfagan la ecua-
con, f(x) =0, dada una aproximacon inicial P, mediante la sucesonf P,g
de nida por(ver por ejemplo, [1]):.

f(Pn 1)
P,=P —_ 1
n n 1 fO(Pn 1)
En el caso de la gura (4.12), se re er% a una funcon compleja(z) = z° 1,
cuyas races soniz;, =1, z, = -3y z = 113 partiendo de un

Zo en el recangulo [ 2;2] [ 2;2] se iteran veces, usando el netodo de
Newton-Raphson,z; = z ff(féi 11)), i =1;2 3 :::n. Sila sucesbnfz,g
converge a una de las tres races, el punto se pinta de un coler la ga ca,

por ejemplo en la gura (4.12) siz, converge az,,, entoncesz, se pinta de
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color rojo, pero siz, converge az,,, entoncesz, se pinta de color amarillo, y
Si zg converge az;, se pinta de color azul.

Figura 4.13: Newton-Raphson, cambiando colores

Pero como se muestra en la gura (4.13), los colores se pueden lo@m
obteniendo as estas hermosas guras. El programa que realilees aproxima-
ciones de las races, por medio del metodo de Newton-Raphs@gra obtener
las gr cas, se encuentra descrito, en los apendices (ver efesndice H en la
pagina 107)
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4.15. Mtodo de la secante

El metodo de la secante es un netodo que se utiliza para aprawar races,
a partir de Py y P; mediante la suceson de punto$ P,,g de nida como (ver
por ejemplo, [1]) :

f(Pn 1)(Pn 1 I:)n 2):

P= P e Y TP 2

Figura 4.14: Metodo de la secante

La gura (4.14), muestra los rumerosz que mediante el metodo de la
secante esan nas cerca de las races de la funcon compéef (z) = 28 1,

cuyas races sonz, =1, z, = -2y z = L3 partiendo dez, y

Z, Se iteran veces la sucesbrz, = z, 1 f(fz(”znl)i)z” ftznz”z)”, y de acuerdo al
criterio anterior (los puntos nmas cercanos &;) se pintan de algun color en el
recangulo[ 2;2] [ 2;2], enla gura (4.14), siz, converge az,,, entonces
Z, se pinta de color rojo, pero sk, converge az,, entoncesz, se pinta de
color amarillo, y siz, converge az,, se pinta de color azul, (ver el apendice

| en la pagina 111).
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Figura 4.15: Metodo de la secante, cambiando colores.

Figura 4.16: Metodo de la secante, cambiando colores y acangientos.
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Figura 4.17: FRACTALES
Estas guras fueron generadas por el software libb¢aoS
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Recomendaciones

Para la aplicacon de esh propuesta, es conveniente que @ala pre-
paracon de cada clase el facilitador revise con anticipam cada resultado
de aprendizaje, con la nalidad de precisar los materiales yg&ipo que se
utilizan y para enriquecer y puntualizar las actividades que se realizaan.
Tamben es importante considerar el rumero de estudiantesqr grupo, tanto
por la cuestiones didacticas y pedagpgicas como la de logjreerimientos. Un
promedio de 20 alumnos por grupo y una computadora a lo mas prada 2
estudiantes, el caso ideal una computadora por estudiante. Lasnocimien-
tos kasicos sobre una computadora y programacon, el manefbe software
elemental (hoja de calculo, procesador de texto y gra cador)

Cabe precisar que el desarrollo de los contenidos se debe basataen
estrategia dichctica propuesta por la subdireccon de educan media supe-
rior y complementar con la experiencia vivencial de cada fa@dor, con la
intencon de:

= Impulsar la realizacon de la evaluacon diagrostica y de &s evaluacio-
nes continuas y de competencia laboral.

» Estimular el intees del alumno por el contenido que va a apraler a
traves de la contextualizacon de cada unidad y del elemé&a o compe-
tencia.

» Promover actividades centradas en el aprendizaje para desdlar los
contenidos establecidos en la unidad de competencia que se esa-
rrollar.

= Dar seguridad al alumno promoviendo su participacon permamte,
en todo el proceso, a trawes de impulsar la solucon de problems, el
trabajo en equipo y la demostracon grupal.

1
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La aplicacon de la propuesta consiste en que los estudiantegregra-
men los algoritmos que se encuentran en las pacticas de esteoguesta
(apendices). Y la implementacon de la metodologa propesta es un trabajo
a futuro.

Resultados Como resultado de este trabajo de tesis, se pone a disposicon
el material dichctico que se presentan en las cuatro unidadgdos programas
computacionales en los agendices, los cuales se organizadenacuerdo a la
secuencia de la teora de los captulos anteriores.



Conclusiones

= Se ha hecho una revisbn documental, del tema de matematisaavan-
zadas "Sistemas diramicos".

= Se elaboio material para un curso introductorio de sistemas m@imicos,
gue puede ser impartido en un curso de temas selectos de matecss
de nivel bachillerato o un curso inicial de matematicas a niveuperior.

= El objetivo del material se cento en la lusqueda de la motivedbn de
los estudiantes, para el estudio de las matenaticas.

= Debido a que lo se requieren conocimientos de matenaticde ni-
vel bachillerato para abordar el material, se pretende que ®nas que
incursionan en otrasareas del conocimiento, lo puedan rear sin ma-
yores di cultades.

= El material se ha elaborado usando aplicaciones del sistema @piep
Linux, para promover el uso del software libre en el contexto da
educacon, tanto a nivel medio superior como superior y asevitar
las di cultades ecoromicas de licencias al que obedecenntayora de
software educativo, que corre en el sistema operativo Windows.

= Como trabajo a futuro se plantea de manera natural la aplicaci de
la metodologa propuesta y la valoracon de su efectividadDel mismo
modo, se pretende seguir con la promocon del uso del softwarerdé
educativo para abordar temas espec cos de nivel medio super y
superior.

= Por otra parte, el estudio, reconstruccon y programacon @ los algo-
ritmos que sirven para generar las guras que representan ftakes, en
particular, la que considera el netodo de la secante, ha dadaglar a la
generacon de guras, posiblemente asociadas a algun tipo deactal,

79
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CONCLUSIONES

poco o nada exploradas, por lo cual resultara interesante ursteidio
exploratorio.



Parte |

Arendices
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Pacticas

Los programas computacionales realizados en el presentdap, se han
desarrollado usando software libre, en esta ocasbn en el sistengetivo
Linux Ubuntu 7.0.4. pero se pueden adaptar a otra plataformapemo pudiese
ser la plataforma de Windows u otros. Todos los programas estscritos
en el lenguaje en Fortran. El compilador usado es el "gfortramue compila
@digos escritos en Fortran 77, Fortran 90 y Fortran 95.

Para realizar las gia cas se ha utilizado una librera de Fotran llamada
"PGPLOT".

Para hacer los @lculos de los puntos jos, mostrados en losadros (3.2
y 3.3) de la seccon (3.3) se ha usado software de @lculo simimd llamado
"Maxima", que corre en Linux y es parecido al "Mathematica" yal "Mapple"
a deferencia que el "Maxima" es parte del software libre y estédmente
gratuito, los @lculos simlolicos pueden ser exportados endigo compatible
para ser compilados en "Latex".

83
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PRACTICAS



A Orbitas de la funcon
cuadatica

Este es un programa que calcula lasorbitas de(x) = x?, para diferentes
Xo-

program orbx2
implicit none
integer i,j,nc
parameter(nc=9)
real x,y,c,a

print*,'Dame el valor inicial de la orbita’
read(*,*) a

X=a
do i=1,10

y=xX**2
X=y

print*,i,x
end do

return
end

Programa que calcula lasorbitas def (x) = x?2.

Este apendice contiene, una nocon lasica de como realiar y compilar los
programas nurrericos, que se utilizaron para obtener los d@s que se muestran en
los captulos anteriores, ese programa se utilio para calcular los puntos de las
orbitas, es decir, los datos que contienen los cuadros (2,2.2 y 2.3) para obtener
los puntos, y manejar adecuadamente el programa que se mastsse puede hacer
de la siguiente manera.
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» Para escribir dicho programa se utiliza un editor cualquiea como Xemacs
emacs KDevelop, Gedit, Nedit, etc. editores de software libre.

= Para obtener los resultados del programa, primero se tieneug compilar; de
la siguiente forma:

En linea de comandos se escribe
gfortran -o nombre-del-ejecutable nombre-del-programa.f

Y se ejecuta con
./nombre-del-ejecutable
en linea de comandos de cualquier terminal.

= En este caso el programa tiene extenson .f (punto f), ya ques un programa
en lenguaje de fortran, de haber sido creado en lenguajese compilara de
la siguiente forma:

gcc -0 nombre-del-ejecutable nombre-del-programa.c

Y se ejecutara as
/nombre.

Los resultados que arroja el programa, corresponden a los peros 10
puntos de laorbita de f (x) = x? cuandox, = 0.1
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Ese programa calcula los puntos de laorbita de la funco n cuadatica para un
valor determinado decy Xo.

program orbita
integer i
real x0 ,x, ¢
print*,'dame el valor inicial xO y el valor de c'
read(*,*) x0,c
open(unit=2,file="orb.dat',status="unknown")
do i=1, 100
X=x0**2+c
X0=x
write(2,*)x0,x
print*,x
enddo
close(2)
return
end

Para que el programa calcula las orbitas def (x) = x2 + c,se debe dar de
entrada los valores dexg y c.

gfortran orbita.f -o orbita Otra opcion para compilar
Jorbita f77 orbita.f -0 orbita
Jorbita

Resultados obtenidos del programa que calcula lasorbitagd
f.(x) = X2+ ¢, dando de entrada los valores dey y C.
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B Puntos perodicos

Ese programa aproxima el punto perdbdico Xg con cierta precison (precison
tol= 1e 4),parac= 1.1y en este caso de periodo dos?(x) = x, de igual forma
se calculan los puntos perbdicos, para los valoresde= 1.3yc= 1.38 que son
los que se encuentran en el cuadro del captul®iramica de la funcon cuadatica .

A est programa se le dan dos rumerosX; y X¢, y dentro de ese intervalo, el
programa busca si hay puntos perbdicos, es decir, si en laegunda iteracon de

f (x) el valor que devuelve esx, es decir que vuelva hacer igual, entonces, si es
as, el programa pinta ese rumero en la pantalla de lo contario, toma el siguiente
valor y realiza las iteraciones. As sucesivamente hasta &rrer todo el intervalo.

program periodol
implicit none
integer i,j,nc,nper
parameter(nc=1000000,nper=2)
real x,y,xixf, x0, tol
parameter (tol=1.e-4)

xi=-0.5
xf=-1.0

do j=0,nc
X=Xi+j*(xf-xi)/nc
x0=x

do i=1,nper
y=x0**2-1.1
x0=y
if(abs(y-x).le.tol.and.i.eq.nper)then
print*,i,x
endif
end do
end do
return
end

Programa que aproxima los puntos perodicos.
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Datos del programa que aproxima los puntos perodicos.

La primera columna representa el valor del periodo (en esteaso 2, pero en el
programa se le puede cambiar este valore, en (nper=2)). En lgegunda columna
esan los puntos perodicos de periodo 2. El intervalo quevard el programa se
parto en 1000000 y de esos, solamente los que se encuentrahla columna dos
corresponden a puntos perodicos de periodo 2. Para sabengjue intervalo existen

puntos perodicos, se puede apoyar en el analisis ga co.



C Orbitas perodicas

Este programa calcula lasorbitas de los puntos perodice (seccon 2.4, cuadro
24).Conc= 1l.1,c= 13yc= 1.38.

Programa que calcula lasorbitas cort= 1.3 yXo = 0.241619542.
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D Bifurcacon

program bifurcacion
implicit none
integer i, j
integer ncmx, nomx, nmin
parameter (ncmx=200, nomx=80, nmin=10)
real x,y,x0,c0,c
real ci, cf

c0=0.25
cf=-2.0
ci=c0
open(unit=2,file="func.dat',status="unknown’)
do j=1,ncmx
c=c0-(ci-cf)*(j-1)/ncmx
x0=0.0
x=x0
do i=0,nomx
y=X**2+C
X=y
if(i.gt.nmin)then
write(2,*) ¢, X
print*,c,x
endif
enddo
enddo
close(2)
return
end
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D BIFURCACI ON

Resultados que se obtienen del programa que calcula los puntes
diagrama de bifurcacon.



E Diagrama de bifurcacion

Programa que reproduce las ga cas de los acercamientos tleliagrama de
bifurcacon.

En este programa y en los siguientes, se utiliza la librerade fortran llama-
da "PGPLOT". Para gracar y para compilarlo se deben escribir las siguientes
instrucciones:

= g77 -fno-backslash nobre-del-programa.f -0 nombre-del-ejecutlb -Ipgplot
-L/usr/X11R6/lib -1X11 -lpng -1z -Im

program bifurcacion

implicit none
integer igraf, pgopen

integer i, j, k, cont
integer ncmx, nomx, nmin
integer ncmx1, nomx1, nminl
integer nzoom
parameter (ncmx=1000, nomx=1000, nmin=500)
real x,y,x0,c0,c
real ci, cf
real xcl, ycl, xc2, yc2
real x1, x2, yl ,y2
CHARACTER*1 CH
CH=M'
c0=-0.5
cont=0

10 if(cont.eq.0)then
ncmxl=ncmx
nomxl=nomx
nminl=nmin
cf=-2.0
ci=c0
y1=-2.0
y2=2.0

else
ncmx1l=ncmx+2000*cont
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nomxl=nomx+2000*cont
nminl=nmin+1900*cont
ci=x1
cf=x2
cO=ci

endif

igraf= pgopen(/xs’)
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgswin(cf,ci,yl,y2)
call pgbox('benst',0.0,0,'bcnst’,0.0,0)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
call pglab(c’,’ORBITA DE f(x)',DIAGRAMA DE BIFURCACION ")
call pgsci(4)
CALL PGSLS(1)
k=0
do j=1,ncmxl
c=c0-(ci-cf)*(j-1)/ncmx1
x0=0.0d0
x=x0
do i=0,nomx1
y=xX**2+C
X=y
if(i.gt.nmin1)then
call pgptl(c,y,-2)
k=k+1
endif
enddo
enddo

nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then
call pgcurs(xcl,ycl,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xcl.lt.xc2.and.ycl.gt.yc2)then
x2=xcl
y2=ycl
x1=xc2
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yl=yc2
goto 20
endif
if(xcl.gt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
X2=Xc2
y2=yc2
x1=xcl
yl=ycl
goto 20
endif

if(xcl.lt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
x2=xcl
y2=yc2
x1=xc2
yl=ycl
goto 20
else
X2=xc2
y2=ycl
x1=xcl
yl=yc2
goto 20
endif

20 call pgrect(xl, x2, y1, y2)
cont=cont+1
goto 10

endif

call pgclos(igraf)
return
end

Programa que calcula y gra ca el diagrama de bifurcacon e¢oacerca-
mientos.
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E DIAGRAMA DE BIFURCACION



F Conjunto de Mandelbrot

Programa que reproduce las ga cas del conjunto de Mandeibt.

program mandelbrot

implicit none

integer igraf, pgopen

integer ncmx, nomx, nmin

integer ncmx1, nomx1, nminl

integer nzoom

integer i, j, nx, ny, niter, k, cont, niterl
parameter (Nx=800, ny=800, niter1=200)
real xi, yj, x0, yO, xf, yf, xrl, xr2, xr3, yrl, yr2, yr3
complex z0, zi, z, z1, z2, z3

real xcl, ycl, xc2, yc2

real x1, x2, yl ,y2

CHARACTER*1 CH

CH=M'

xrl=1.

yr1=0.

xr2=-0.5

yr2=0.5*(3)**0.5

xr3=-0.5

yr3=-0.5*%(3)**0.5

z1=complex(xrl,yrl)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0

10 if(cont.eq.0)then

x0=-2.

xf=0.9

y0=-1.3

yf=1.3

niter=niterl

else
x0=x2
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xf=x1
yO=y1
yf=y2
niter=niter1+10*cont
endif

igraf= pgopen(’/xs’)
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgwnad(x0,xf,y0,yf)
call pgbox('bcnst',0.0,0,'bcnst’,0.0,0)
call pgsci(1)

do i=1,nx
Xi=x0+i*(xf-x0)/nx
do j=1,ny
yj=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)
z0=complex(0.,0.)
do k=1,niter
z=20**2+7i
z0=z
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.1.and.k.le.5)then
call pgsci(2)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.5.and.k.le.10)then
call pgsci(3)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.10.and.k.le.15)then
call pgsci(4)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.15.and.k.le.20)then
call pgsci(b)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif



if(abs(z).gt.2..and.k.gt.20)then
call pgsci(6)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
enddo
if(abs(z).lt.2.)then
call pgsci(0)
call pgptl(xi,yj,-4)
endif
continue
enddo
enddo
nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then
call pgcurs(xcl,ycl,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xcl.lt.xc2.and.ycl.gt.yc2)then
x2=xcl
y2=ycl
x1=xc2
yl=yc2
goto 20
endif
if(xcl.gt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
X2=xc2
y2=yc2
x1=xcl
yl=ycl
goto 20
endif

if(xcl.lt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
x2=xcl
y2=yc2
x1=xc2
yl=ycl
goto 20
else
X2=xc2
y2=ycl
x1=xcl
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yl=yc2
goto 20
endif
20 call pgrect(xl, x2, y1, y2)
cont=cont+1
goto 10
endif
call pgclos(igraf)
return
end

Programa que calcula y gra ca el conjunto de Mandelbrot.

Resultado de correr el programa del conjunto de Mandelbrot.alforma de
compilacon es igual que en el diagrama de bifurcacon.



G Conjunto de Julia

Programa que reproduce las ga cas del conjunto de Julia.

program julia

implicit none

integer igraf, pgopen

integer ncmx, nomx, nmin

integer ncmx1, nomx1, nminl

integer nzoom

integer i, j, nx, ny, niter, k, cont, niterl
parameter (nx=500, ny=500, niter1=200)
real xi, yj, x0, yO, xf, yf, xrl, xr2, xr3, yrl, yr2, yr3
complex z0, zi, z, z1, z2, z3

real xcl, ycl, xc2, yc2

real cx, cy

real x1, x2, yl \y2

CHARACTER*1 CH

CH=M'

xrl=1.

yr1=0.

xr2=-0.5

yr2=0.5*(3)**0.5

xr3=-0.5

yr3=-0.5*(3)**0.5

cx=-0.122

cy=0.745

z1l=complex(xrl,yrl)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0
10 if(cont.eq.0)then
x0=-1.5
xf=1.5
y0=-1.5
yf=1.5
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niter=niterl
else
x0=x2
xf=x1
yO=y1l
yf=y2

niter=niter1+10*cont
endif

igraf= pgopen(/xs’)
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgwnad(x0,xf,y0,yf)
call pgbox(‘bcnst',0.0,0,'bcnst’,0.0,0)

do i=1,nx

Xi=x0+i*(xf-x0)/nx
z0=complex(cx,cy)
do j=1,ny
yi=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)
do k=1,niter
z=zi**2+z0
zi=z
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.1.and.k.le.5)then
call pgsci(2)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.5.and.k.le.10)then
call pgsci(3)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.10.and.k.le.15)then
call pgsci(4)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.15.and.k.le.20)then
call pgsci(5)



call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
if(abs(z).gt.2..and.k.gt.20)then
call pgsci(6)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
enddo
if(abs(z).1t.2.)then
call pgsci(0)
call pgptl(xi,yj,-4)
goto 5
endif
continue

enddo
enddo

nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then
call pgcurs(xcl,ycl,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xcl.lt.xc2.and.ycl.gt.yc2)then
x2=xcl
y2=ycl
x1=xc2
yl=yc2
goto 20
endif
if(xcl.gt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
X2=xc2
y2=yc2
x1=xcl
yl=ycl
goto 20
endif

if(xcl.lt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
x2=xcl
y2=yc2
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x1=xc2
yl=ycl
goto 20
else
X2=XxCc2
y2=ycl
x1=xcl
yl=yc2
goto 20
endif

20 call pgrect(xl, x2, y1, y2)
cont=cont+1
goto 10
endif

call pgclos(igraf)
return
end

La forma de compilacon es igual que en el diagrama de bifuracon.



H Metodo de Newton-Raphson

Programa que reproduce las ga cas de Newton-Raphson.

program newtonrap

implicit
integer
integer
integer
integer
integer

none
igraf, pgopen

ncmx, nomx, nmin
ncmxl1, nomx1l, nminl
nzoom

i, j, nx, ny, niter, k, cont

parameter (nx=500, ny=500, niter=50)

real xi,

Vi, X0, y0, xf, yf, xrl, xr2, xr3, yrl, yr2, yr3

complex z0, zi, z, z1, z2, z3
real xcl, ycl, xc2, yc2

real x1, x2, yl ,y2
CHARACTER*1 CH

CH="M'

xr1=1.
yr1=0.

xr2=-0.5
yr2=0.5*(3)**0.5
xr3=-0.5
yr3=-0.5*%(3)**0.5
z0=(0,0)
z1=complex(xrl,yrl)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0

10 if(cont.eq.0)then

x0=-2.
xf=2.
y0=-2.
yf=2.
else
x0=x2
xf=x1

107



108 H METODO DE NEWTON-RAPHSON

yo=y1l

yf=y2
endif

igraf= pgopen(’/xs’)
call pgask(.false.)
call pgpage
call pgvstd
CALL PGSLW(1)
call pgwnad(x0,xf,y0,yf)
call pgbox('bcnst’,0.0,0,'benst',0.0,0)
call pgsci(1)
do i=1,nx
Xi=x0+i*(xf-x0)/nx
do j=1,ny
yj=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)
do k=1,niter
z=zi-(zi**3-1)/(3*zi**2)
Zi=z
enddo
if(abs(zi-z1).le.1.e-10)then
call pgsci(2)
call pgptl(xi,yj,-4)
endif
if(abs(zi-z2).le.1.e-10)then
call pgsci(3)
call pgptl(xi,yj,-4)
endif
if(abs(zi-z3).le.1.e-10)then
call pgsci(4)
call pgptl(xi,yj,-4)
call pgsci(1)
endif

enddo
enddo
nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then
call pgcurs(xcl,ycl,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)
if(xcl.lt.xc2.and.ycl.gt.yc2)then



20

x2=xcl
y2=ycl
x1=xc2
yl=yc2
goto 20
endif
if(xcl.gt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
X2=xc2
y2=yc2
x1=xcl
yl=ycl
goto 20
endif

if(xcl.lt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
x2=xcl
y2=yc2
x1=xc2
yl=ycl
goto 20

else
X2=xc2
y2=ycl
x1=xcl
yl=yc2
goto 20

endif

call pgrect(x1, x2, y1, y2)
cont=cont+1
goto 10

endif

call pgclos(igraf)
return
end

Programa que calcula y gra ca el metodo de Newton-Raphson.
La forma de compilacbn es igual que en el diagrama de bifur@con.
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| Metodo de la secante

Programa que reproduce las ga cas por el netodo de la secate.

program secante
implicit none
integer igraf, pgopen
integer ncmx, nomx, nmin
integer ncmx1, nomx1, nminl
integer nzoom, csec, nsec
integer i, j, nx, ny, niter, k, cont, |, itp, i2
parameter (nx=200, ny=200, niter=25, nsec=80)
real xi, yj, x0, yO, xf, yf, xrl, xr2, xr3, yrl, yr2, yr3
complex z0, zi, z, z1, z2, z3, zsec
real xsec, ysec
real xcl, ycl, xc2, yc2
real x1, x2, yl \y2
CHARACTER*1 CH
character*100 arch
CH=M'
xrl=1.
yr1=0.
xr2=-0.5
yr2=0.5*(3)**0.5
xr3=-0.5
yr3=-0.5*%(3)**0.5
z0=(0,0)
z1=complex(xrl,yrl)
z2=complex(xr2,yr2)
z3=complex(xr3,yr3)

cont=0
10 if(cont.eq.0)then
x0=-10.
xf=10.
y0=-10.
yf=10.
else
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x0=x2
xf=x1
yO=yl
yf=y2
endif

do I=1,nsec

xsec=x0+I*(xf-x0)/nsec

ysec=xsec

print*,xsec,ysec

itp=I+9

IF(ITP.LT.10) THEN
WRITE(arch,1000) ITP

1000 FORMAT('/home/mauricio/Desktop/figpng/points',| 1,".png/png’)

endif

IF(ITP.GT.10.and.itp.It.100) THEN

WRITE(arch,1100) ITP

1100 FORMAT('/home/mauricio/Desktop/figpng/points',| 2,'.png/png’)
print*,arch
endif

igraf= pgopen(arch)

call pgask(.false.)

call pgpage

call pgvstd

CALL PGSLW(1)

call pgwnad(x0,xf,y0,yf)

call pgbox('bcnst’,0.0,0,'benst’,0.0,0)
call pgsci(1)

do i=1,nx
Xi=x0+i*(xf-x0)/nx
do j=1,ny
yi=y0+j*(yf-y0)/ny
zi=complex(xi,yj)
zsec=complex(xsec,ysec)
do k=1,niter
z=zi-((zi**3-1)/(zi**2+zsec**2+zsec*zi))
Zsec=zi
Zi=z

enddo
csec=0
if(abs(zi-z1).le.1.e-4)then



call pgsci(2)
call pgptl(xi,yj,-4)
csec=csec+1

endif

if(abs(zi-z2).le.1.e-4)then
call pgsci(3)
call pgptl(xi,yj,-4)
csec=csec+1

endif

if(abs(zi-z3).le.1.e-4)then
call pgsci(4)
call pgptl(xi,yj,-4)
call pgsci(1)
csec=csec+1

endif

if(csec.eq.0)then
call pgsci(0)
call pgptl(xi,yj,-4)
call pgsci(1)

endif

enddo
enddo
call pgclos(igraf)
enddo

nzoom=1
if(nzoom.eq.1)then
call pgcurs(xcl,ycl,ch)
call pgcurs(xc2,yc2,ch)
call pgsfs(2)
call pgsci(1)
call pgsls(2)

if(xcl.lt.xc2.and.ycl.gt.yc2)then

x2=xcl
y2=ycl
x1=xc2
yl=yc2
goto 20
endif

if(xcl.gt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then

X2=xc2

y2=yc2

x1=xcl
yl=ycl
goto 20
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endif

if(xcl.lt.xc2.and.ycl.lt.yc2)then
x2=xcl
y2=yc2
x1=xc2
yl=ycl
goto 20

else
X2=xc2
y2=ycl
x1=xcl
yl=yc2
goto 20

endif

20 call pgrect(xl, x2, y1, y2)
cont=cont+1

endif

return
end

Programa que calcula y gra ca el netodo de la secante.
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Resultado de correr el programa de la secante. La forma de colagbn es
igual que en el diagrama de bifurcacon.
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